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ПОЯСНЮВАЛЬНА  ЗАПИСКА

Курс “Теорія спеціальних функцій” є обов’язковою навчальною 
дисципліною, що необхідна для подальшого засвоєння студента-
ми основних методів математичної фізики, теорії обробки сигналів, 
аналізу даних, курсів “Чисельні методи математичної фізики”, “Рів-
няння математичної фізики”, а також для виконання курсових і дип-
ломних робіт. 

Мета вивчення курсу — ознайомитись з основами теорії і застосу-
вання спеціальних функцій у різних галузях математики; сформува-
ти уявлення про застосування спеціальних функцій при передаван-
ні сигналів, про сучасні методи і засоби обробки сигналів, зокрема 
аудіо- та відеосигналів. 

Предметом курсу “Теорія спеціальних функцій” є побудова мате-
матичного апарату за допомогою спеціальних функцій для розв’язан-
ня прикладних задач. 

Види занять з дисципліни: лекції, практичні заняття.
У результаті вивчення дисципліни студенти повинні 
знати: 
• основні теоретичні засади і термінологію теорії спеціальних 

функцій; 
• основні методи використання спеціальних функцій при 

розв’язанні прикладних задач;
уміти: 
• застосовувати спеціальні функції при розв’язанні прикладних 

задач математичної фізики; 
• самостійно опрацьовувати літературні джерела з предмету.
Матеріал дисципліни базується на знаннях з курсів “Матема-

тичний аналіз”, “Аналітична геометрія та лінійна алгебра”, “Теорія 
ймовірностей та математична статистика”, “Диференціальні рівнян-
ня”. 
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Тема 3. Циліндричні та сферичні функції 

Рівняння Лапласа. 
Розв’язання рівняння Лапласа методом Фур’є. 
Функції Бесселя 1-го роду. 
Зв’язок ( )NJ z  і ( )NJ z−  при цілому N. Рекурентні формули. Функ-

ції Бесселя напівцілого порядку. 
Функція Бесселя 2-го роду, або функції Неймана. Функції Бессе-

ля 3-го роду, або функції Ханкеля. 
Функції Бесселя від уявного аргумента. Ортогональність функцій 

Бесселя. Твірна функція функцій Бесселя. 
Інтеграл Бесселя. Інтеграл Пуассона. 
Асимптотичне зображення функцій Бесселя. 
Застосування функцій Бесселя. Рівняння Ломмеля. 

Література [1–3; 5]

Тема 4. Сферичні функції 

Розташування кореня сферичних функцій.
Зональні функції. Тессеральні функції.
Ортогональність сферичних функцій. 
Норма сферичних функцій.
Розкладання в ряд за сферичними функціями. 

Література [1–3; 5]

Тема 5. Рівняння Лежандра. Поліноми Лежандра

Формула Родрига. Поліноми Лежандра. 
Ортогональність поліномів Лежандра. Норма полінома Ле-

жандра. 
Рівняння приєднаних функцій. 
Приєднані функції Лежандра. 
Ортогональність приєднаних функцій Лежандра. 
Норма приєднаних функцій Лежандра. 
Твірна функція поліномів Лежандра. 
Рекурентні співвідношення для поліномів Лежандра. 
Рекурентні співвідношення для приєднаних поліномів Лежандра. 

Розкладання функцій в ряд за поліномами Лежандра. 
Інтегральне представлення поліномів Лежандра та приєднаних 

функцій Лежандра. 
Інтеграл Лапласа.

Література [1–7; 9; 11]
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ЗМІСТ 
дисципліни

“ТЕОРІЯ  СПЕЦІАЛЬНИХ  ФУНКЦІЙ”

Змістовий модуль І. Сферичні та циліндричні функції

Тема 1. Елементи теорії гамма-функції 

Визначення гамма-функції. 
Основні властивості гамма-функцій: ψ(х), В(p, q).

Література [1–3; 5; 16]

Тема 2. Лінійні диференціальні рівняння другого порядку 

Загальний метод розв’язання. 
Рівняння Гаусса. Розв’язання гіпергеометричного рівняння.
Гіпергеометричний ряд і дослідження його збіжності. 
Рекурентні перетворення в гіпергеометричних рядах.

Література [1–3; 5]
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Змістовий модуль ІІ. Спеціальні функції та їх застосування 
при передаванні сигналів

Тема 6. Поліноми Ерміта. Рівняння Шредінгера

Рівняння Шредінгера. Ротатор. Правила відбору (для ротатора). 
Поліноми Ерміта. Формула для обчислення поліномів Ерміта. 
Ортогональність функцій Ерміта, поліномів Ерміта. Норма полі-

номів Ерміта. 
Твірна функція поліномів Ерміта.
Рекурентні співвідношення для поліномів Ерміта. 
Квантовий осцилятор, ймовірності переходу, правило відбору. 

Література [1–7; 10; 12]

Тема 7. Поліноми Лагерра 

Приєднані поліноми Лагерра. 
Зрізане гіпергеометричне рівняння. 
Твірна функція поліномів Лагерра. 
Рекурентні формули для поліномів Лагерра. 

Література [1–2; 5; 9–11]

Тема 8. Функція Фур’є та дискретна трансформація Фур’є

Трансформація неперервного у часі сигналу.
Дискретна трансформація дискретизованого, обмеженого (необ-

меженого) у часі сигналу.
Постійний сигнал. 
Періодичний сигнал. 
Порівняння дискретної трансформації Фур’є з апроксимацією за 

допомогою ряду Фур’є.
Частота дискретизації та час спостереження.
Застосування дискретної трансформації Фур’є.

Література [1–2; 5; 14]

Тема 9. Цифрові фільтри та функція Уолша

Нерекурсивні фільтри. 
Алгоритм, імпульсний відгук. 
Передавальна функція. 
Типи фільтрів. 
Визначення параметрів нерекурсивного фільтра низької частоти.

Коефіцієнти для високочастотних, смугових і режекторних філь-
трів.

Нерекурсивний диференціюючий фільтр. z-перетворення.
Рекурсивні фільтри. Каталог параметрів рекурсивних фільтрів.
Імпульсний відгук. Інтегруючі рекурсивні фільтри. Дискретне 

згортання. 
Література [3; 4; 6; 7; 13; 19] 

ПИТАННЯ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЮ

1. Визначення гамма-функції. 
2. Основні властивості гамма-функцій. 
3. Визначення та властивості функції ψ(х).
4. Визначення та властивості функції В(p, q).
5. Основна ідея розв’язання лінійних рівнянь другого порядку. 
6. Визначення рівняння Гаусса. Розв’язання гіпергеометричного 

рівняння.
7. Визначення гіпергеометричного ряду. За яких умов він збіжний? 
8. Властивості рекурентних перетворень у гіпергеометричних ря-

дах.
9. Визначення рівняння Лапласа. 

10. Схема розв’язання рівняння Лапласа методом Фур’є. 
11. Визначення функції Бесселя 1-го роду. 
12. Зв’язок ( )NJ z  і ( )NJ z−  при цілому N. Рекурентні формули. 
13. Визначення функції Бесселя напівцілого порядку. 
14. Визначення функції Бесселя 2-го роду, або функції Неймана. 

Властивості функцій Неймана. 
15. Визначення функції Бесселя 3-го роду, або функції Ханкеля. 
16. Визначення функції Бесселя від уявного аргумента. Ортогональ-

ність функцій Бесселя. Твірна функція функцій Бесселя. 
17. Інтеграли Бесселя і Пуассона та їх властивості. 
18. Асимптотичне зображення функцій Бесселя. 
19. Визначення рівняння Ломмеля. 
20. Застосування функцій Бесселя.
21. Визначення сферичних функцій.
22. Як визначається розташування кореня сферичних функцій?
23. Зональні функції. Що таке тессеральні функції?



8 9

24. Які функції називаються ортогональними? 
25. Ортогональність сферичних функцій. 
26. Як визначається норма сферичних функцій?
27. Розкладання в ряд за сферичними функціями. 
28. Формула Родрига. 
29. Поліноми Лежандра. 
30. Ортогональність поліномів Лежандра. 
31. Як визначається норма полінома Лежандра? 
32. Рівняння приєднаних функцій. 
33. Визначення приєднаної функції Лежандра. 
34. Ортогональність приєднаних функцій Лежандра. 
35. Як визначається норма приєднаних функцій Лежандра?
36. Твірна функція поліномів Лежандра. 
37. Рекурентні співвідношення для поліномів Лежандра. 
38. Рекурентні співвідношення для приєднаних поліномів Лежанд-

ра. 
39. Розкладання функцій у ряд за поліномами Лежандра. 
40. Інтегральне подання поліномів Лежандра та приєднаних функцій 

Лежандра. 
41. Інтеграл Лапласа.
42. Рівняння Шредінгера. Ротатор. 
43. Правила відбору (для ротатора). 
44. Поліноми Ерміта. Формула для обчислення поліномів Ерміта. 
45. Ортогональність функцій Ерміта, поліномів Ерміта. Норма полі-

номів Ерміта. 
46. Твірна функція поліномів Ерміта.
47. Рекурентні співвідношення для поліномів Ерміта. 
48. Квантовий осцилятор, ймовірності переходу, правило відбору. 
49. Що таке приєднані поліноми Лагерра?
50. Зрізане гіпергеометричне рівняння. 
51. Визначення терміна “твірна функція поліномів Лагерра”. 
52. Рекурентні формули для поліномів Лагерра. 
53. Як класифікуються сигнали за розподілом у часі та просторі?
54. Як визначається дискретна трансформація дискретизованого, об-

меженого (необмеженого) у часі сигналу?
55. Що таке постійний сигнал?
56. Періодичний сигнал. 

57. Порівняння дискретної трансформації Фур’є з апроксимацією за 
допомогою ряду Фур’є.

58. Частота дискретизації і час спостереження.
59. Застосування дискретної трансформації Фур’є.
60. Нерекурсивні фільтри. 
61. Алгоритм, імпульсний відгук. 
62. Передавальна функція. 
63. Типи фільтрів. 
64. Визначення параметрів нерекурсивного фільтра низької частоти.
65. Коефіцієнти для високочастотних, смугових і режекторних фільт-

рів.
66. Нерекурсивний диференціюючий фільтр. z-перетворення.
67. Рекурсивні фільтри. Каталог параметрів рекурсивних фільтрів.
68. Імпульсний відгук. Інтегруючі рекурсивні фільтри. Дискретне 

згортання. 
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