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ПОЯСНЮВАЛЬНА  ЗАПИСКА

Мета курсу — здобути знання, вміння та навички розв’язання 
задач з курсу рівнянь математичної фізики. Математична фізика — 
фундаментальна математична дисципліна, предметом якої є побудо-
ва та дослідження математичних моделей фізичних явищ. Основою 
цих математичних моделей є диференціальні (як правило, з частин-
ними похідними) та інтегро-диференціальні рівняння, які виплива-
ють із відомих законів фізики. Усі класичні розділи фізики — механі-
ка, гідромеханіка та термодинамiка суцiльного середовища (гiдро- та 
аеродинамiка, теорiя пружностi, теорiя дифузiї та теплопровiдностi), 
електродинамiка, квантова механiка та теорiя поля — базуються на 
законах, які можна записати у вигляді відповідних рівнянь матема-
тичної фізики.

Для вивчення курсу необхідні знання з теорії функції комплекс-
ної змінної, математичного аналізу, лінійної алгебри та звичайних ди-
ференціальних рівнянь.

У процесі навчання студенти здобувають знання і формують на-
вички розв’язання основних задач з математичної фізики, потрібні 
для подальшого вивчення математичних дисциплін за програмою 
підготовки бакалавра за спеціальністю “Прикладна математика”, зок-
рема, для вивчення:

• числових методів розв’язання рівнянь математичної фізики;
• диференціальних рівнянь з частинними похідними;
• методів математичного моделювання;
• варіаційного числення.
Для підсумкової перевірки засвоєних знань студенти складають 

екзамен.

ТЕМАТИЧНИЙ  ПЛАН
дисципліни

“РІВНЯННЯ  МАТЕМАТИЧНОЇ  ФІЗИКИ”

№
пор.

Назва змістового модуля і теми

1 2

1

2

Змістовий модуль І. Основні типи рівнянь математичної фізики
Класифікація лінійних рівнянь і класичні приклади рівнянь 
математичної фізики
Метод вiдокремлення змiнних та його застосування
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вiдокремлення змiнних для крайових задач; розв’язання задачі Діріх-
ле для рiвняння Лапласа на крузі методом вiдокремлення змiнних.

Література [1–10; 12; 13]

Змістовий модуль ІІ. Спеціальні функції в математичній фізиці

Тема 3. Узагальненi гiпергеометричнi та сферичні функцiї

Узагальненi гiпергеометричнi функцiї: означення та основнi влас-
тивостi. Зв’язок узагальнених гiпергеометричних функцiй з елемен-
тарними та спецiальними функцiями. Виродження узагальнених гi-
пергеометричних функцiй. Узагальнене гiпергеометричне рiвняння. 
Гармонiчнi полiноми та їх властивостi. Означення сферичних функ-
цiй. Ортогональнiсть і повнота системи сферичних функцiй на сферi 
одиничного радiусa. Диференцiальне рiвняння сферичних функцiй. 
Загальний вигляд розв’язку рiвняння Лапласа у сферичних коорди-
натах. Розклад фундаментального розв’язку рiвняння Лапласа в ряд 
за сферичними функцiями. Розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння 
Лапласа в кулi методом вiдокремлення змiнних.

Література [4; 5, 9–13]

Тема 4. Циліндричні функцiї

Цилiндричнi функцiї. Означення та класифiкацiя цилiндричних 
функцiй. Спiввiдношення між цилiндричними функцiями Беселя, 
Нoймана і Ганкеля. Диференцiальне рiвняння для цилiндричних функ-
цiй. Цилiндричнi функцiї у випадку, коли незалежна змiнна прямує до 
нуля або до нескiнченностi. Метод перевалу. Ортогональнiсть i повнота 
системи цилiндричних функцiй на вiдрiзку. Загальний вигляд розв’язку 
рiвняння Лапласа в цилiндричних координатах. Розв’язок задачi Дiрiх-
ле для рiвняння Лапласа в цилiндрi методом вiдокремлення змiнних.

Література [4; 5; 9–13]

Змістовий модуль ІІІ. Класичні рівняння математичної фізики

Тема 5. Рiвняння Лапласа та Пуассона

Означення та фізична інтерпретація рiвнянь Лапласа та Пуасо-
на. Введення n-вимiрних сферичних координат. Фундаментальний 
розв’язок рiвняння Лапласа в n-вимiрному просторi. Функцiя Ґрiна 
задачi Дiрiхле. Функцiя Ґрiна в n-вимiрному просторi. Розв’язок за-
дачi Дiрiхле в n-вимiрному пiвпросторi за допомогою функцiї Ґрiна. 
Розв’язок задачi Дiрiхле в n-вимiрнiй кулi за допомогою функцiї Ґрiна.

Література [1–10; 12]
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Змістовий модуль І. Основні типи рівнянь математичної фізики

Тема 1. Класифікація лінійних рівнянь і класичні приклади 
рівнянь математичної фізики

Поняття загального диференціального рiвняння з частинними похiд-
ними (ДРЧП); лінійні ДРЧП другого порядку; класифікація лінійних 
ДРЧП другого порядку (еліптичні, гіперболічні та параболічні) за ха-
рактеристичними формами; характеристики лінійних ДРЧП другого 
порядку та рівняння характеристик; приклади знаходження характе-
ристик для двовимірних ДРЧП; рівняння Лапласа, хвильове рівняння 
(рівняння Д’Аламбера) та рівняння теплопровідності (дифузії); фізичні 
задачі (про коливання струни, про перенесення тепла), які приводять до 
цих рівнянь; фундаментальні розв’язки цих рівнянь.

Література [1–10; 12; 13]

Тема 2. Метод вiдокремлення змiнних та його застосування

Задача Діріхле (перша крайова задача) та задача Ноймана (дру-
га крайова задача) для рівняння Лапласа; перша крайова задача для 
рівняння теплопровідності; перша і друга крайові задачі у випадку 
двовимірних рівнянь Лапласа і теплопровідності та хвильового рів-
няння; формула Д’Аламбера; метод вiдокремлення змiнних (метод 
Фур’є) для лiнiйних ДРЧП; розв’язання рiвняння дифузiї на вiдрiзку 
методом вiдокремлення змiнних; розв’язання хвильового рiвняння 
на вiдрiзку методом вiдокремлення змiнних; загальна схема методу 
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Тема 6. Рiвняння дифузiї (теплопровідності)

Означення та сфери застосування рiвняння дифузiї. Фундамен-
тальний розв’язок рiвняння дифузiї в n-вимiрному просторi. Розв’язок 
задачi Кошi для рівняння дифузії в n-вимiрному просторi. Постановка 
основних крайових (межових) задач для рівняння теплопровідності та 
теореми про умови єдиності розв’язку цих задач. Єдиність і неперервна 
залежність класичного розв’язку змішаної крайової задачі для загаль-
ного рiвняння дифузiї зі змінними коефіцієнтами.

Література [1–10; 12]

Тема 7. Хвильове рiвняння (рівняння Д’Аламбера)

Означення та сфери застосування хвильового рiвняння (рівняння 
Д’Аламбера). Розв’язок задачi Кошi для (n+1)-вимiрного хвильово-
го рівняння, а саме при n = 1, 2, 3. Формули Д’Аламбера та Пуасона. 
Принцип Гюйґенса. Постановка основних крайових (межових) задач 
для хвильового рівняння та теореми про умови єдиності розв’язку 
цих задач. Єдиність і неперервна залежність класичного розв’язку 
змішаної крайової задачі для загального хвильового рiвняння зі змін-
ними коефіцієнтами. Поняття про інтеграл енергії.

Література [1–10; 12]

Тема 8. Нелінійні рівняння математичної фізики

Роль нелінійних диференціальних рівнянь при моделюванні про-
цесів живої та неживої природи. Основні методи побудови точних 
розв’язків для нелінійних рівнянь: метод оберненої задачі розсіюван-
ня, метод симетрій Лі, а також деякі найновіші підходи. Ілюстрація 
методу оберненої задачі розсіювання на прикладі нелінійного рівнян-
ня Шрьодінґера. Побудова точних розв’язків і дослідження їх власти-
востей у випадку деяких нелінійних рівнянь математичної фізики та 
біології: рівняння Бюрґерса, рівняння Фішера та деяких рівнянь типу 
реакції — дифузії — конвекції.

Література [14–21]

ПИТАННЯ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЮ

1. Загальний вигляд диференціального рівняння з частинними 
похідними.

2. Загальний вигляд лінійного диференціального рівняння з час-
тинними похідними другого порядку.

3. Принцип лінійної суперпозиції розв’язків.
4. Як записується відповідна квадратична форма для заданого ліній-

ного диференціального рівняння з частинними похідними друго-
го порядку?

5. Канонічний вигляд квадратичної форми.
6. Означення параболічного, еліптичного та гіперболічного типів 

рівнянь за коефіцієнтами канонічної квадратичної форми задано-
го рівняння.

7. Означення характеристичної кривої (характеристики) для рів-
няння другого порядку з двома незалежними змінними.

8. Рівняння характеристик для рівняння другого порядку з двома 
незалежними змінними.

9. Теорема для визначення параболічності, еліптичності та гіперболіч-
ності рівняння другого порядку з двома незалежними змінними.

10. Рівняння Трікомі та області, в яких воно еліптичне і гіперболічне.
11. Рівняння Лапласа та оператор Лапласа.
12. Що таке гармонічна функція?
13. Фундаментальні розв’язки рівняння Лапласа.
14. Принцип максимуму для рівняння Лапласа.
15. Оператор Лапласа для двох незалежних функцій.
16. Що отримається в підсумку, якщо подіяти оператором Лапласа 

на дійсну або уявну частину аналітичної функції?
17. Що таке задача Дiрiхле для круга?
18. Як розв’язати задачу Дiрiхле за допомогою функцiї Ґрiна?
19. Функцiя Ґрiна для пiвплощини.
20. Функцiя Ґрiна для круга.
21. Багатовимірне хвильове рівняння (рівняння Д’Аламбера).
22. Загальний розв’язок двовимірного хвильового рівняння.
23. Формула Д’Аламбера для двовимірного хвильового рівняння.
24. Формула Пуасона для (1+2)-вимірного хвильового рівняння.
25. Багатовимірне рівняння теплопровідності (дифузії).
26. Двовимірне рівняння теплопровідності.
27. Який розв’язок рівняння теплопровідності називається фунда-

ментальним?
28. Принцип максимуму для рівняння теплопровідності.
29. Формула Пуасона, якою задається розв’язок задачі Коші для дво-

вимірного рівняння теплопровідності.
30. Як обчислюються похідні у формулі Пуасона?
31. Формула Пуасона, якою задається розв’язок задачі Коші для ба-

гатовимірного рівняння теплопровідності.
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32. Постановка задачі про коливання струни із закріпленими кінця-
ми (основна змішана задача для хвильового рівняння).

33. Схема побудови розв’язку задачі про коливання струни із закріп-
леними кінцями методом Фур’є.

34. Розв’язок задачі про коливання струни із закріпленими кінцями у 
формі ряду Фур’є.

35. Загальний вигляд лінійного ДРЧП другого порядку, для якого 
можна реалізувати метод Фур’є.

36. Схема побудови розв’язку крайової задачі (з нульовими умовами 
на межі) для лінійного ДРЧП другого порядку методом Фур’є.

37. Що таке задача Штурма-Ліувіля?
38. Що таке власні значення та власні функції задачі Штурма-Ліувіля?
39. Що таке узагальнена гiпергеометрична функцiя?
40. Властивості гiпергеометричних функцій.
41. Зв’язок гiпергеометричних функцiй з елементарними.
42. Узагальнене гiпергеометричне рiвняння.
43. Що таке гармонiчнi полiноми?
44. Які властивості гармонiчних полiномів? 
45. Означення сферичних функцiй.
46. Що таке ортогональнiсть сферичних функцiй на сферi?
47. Диференцiальне рiвняння для сферичних функцiй.
48. Який загальний вигляд розв’язку рiвняння Лапласа у сферичних 

координатах?
49. Розвинути в ряд за сферичними функцiями фундаментальний 

розв’язок рiвняння Лапласа.
50. Означення цилiндричних функцiй.
51. Класифікація цилiндричних функцiй.
52. Зв’язок мiж цилiндричними функцiями Беселя, Ноймана і Ганке-

ля.
53. Диференцiальне рівняння, яке приводить для цилiндричних фун-

кцiй.
54. Поведінка цилiндричних функцiй на нескiнченностi.
55. Що таке ортогональнiсть цилiндричних функцiй на вiдрiзку?
56. Загальний вигляд розв’язку рiвняння Лапласа в цилiндричних 

координатах.
57. Розв’язання задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа в цилiндрi мето-

дом вiдокремлення змiнних.
58. Рівняння Пуасона. Як отримати з нього рівняння Лапласа?
59. Фундаментальне розв’язання рiвняння Лапласа в n-вимiрному 

просторi.

60. Що таке функцiя Ґрiна задачi Дiрiхле для двовимірного простору?
61. Функцiя Ґрiна в n-вимiрному просторi.
62. Розв’язок задачi Дiрiхле у тривимiрному пiвпросторi за допомо-

гою функцiї Ґрiна. 
63. Розв’язок задачi Дiрiхле в кулi за допомогою функцiї Ґрiна. 
64. Розв’язок задачi Кошi для рівняння дифузії в (n+1)-вимiрному 

просторi.
65. Які три умови повинен задовольняти розв’язок коректно постав-

леної крайової задачі математичної фізики?
66. Класифікація крайових умов (умов на межах області), тобто умо-

ви 1-го, 2-го та 3-го родів.
67. Як з крайової умови 3-го роду отримати умови 1-го та 2-го родів?
68. Постановка крайової задачі про поширення тепла в тонкому скін-

ченному стержні на основі рівняння теплопровідності, якщо на 
кінцях стержня підтримується стала температура.

69. Постановка крайової задачі про поширення тепла в тонкому скін-
ченному стержні на основі рівняння теплопровідності, якщо кінці 
стержня теплоізольовані.

70. Постановка крайової задачі про поширення тепла в паралелепі-
педі на основі рівняння теплопровідності з використанням крайо-
вих умов 1-го роду.

71. Який розв’язок називається класичним для крайової (змішаної) 
задачі для рiвняння дифузії?

72. Умови, за яких справджуватиметься єдиність і неперервна залеж-
ність класичного розв’язку крайової (змішаної) задачі для дво-
вимірного рiвняння дифузiї зі змінними коефіцієнтами.

73. Постановка змішаної крайової задачі для загального рівняння ди-
фузiї зі змінними коефіцієнтами.

74. Чи виконується принцип Гюйґенса при поширенні хвиль на пло-
щині і як це пов’язано з розв’язком задачі Коші для хвильового 
рівняння?

75. Постановка крайової задачі про коливання мембрани на основі 
хвильового рівняння.

76. Постановка змішаної крайової задачі для загального рiвняння 
Д’Аламбера зі змінними коефіцієнтами.

77. Який розв’язок називається класичним для змішаної крайової за-
дачі для хвильового рiвняння?

78. Умови, за яких справджуватиметься єдиність і неперервна залеж-
ність класичного розв’язку змішаної крайової задачі для загально-
го двовимірного рiвняння Д’Аламбера зі змінними коефіцієнтами.
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79. Що таке інтеграл енергії?
80. Як інтеграл енергії пов’язаний із законом збереження енергії?
81. Два основних методи для побудови точних розв’язків нелінійних 

ДРЧП.
82. На чому базується метод оберненої задачі розсіяння для 

розв’язання нелінійних двовимірних ДРЧП?
83. Рівняння Бюрґерса та його зв’язок з рівнянням дифузії.
84. Що таке заміна Коула — Гопфа?
85. Рівняння Фішера.
86. Який має вигляд найвідоміший точний розв’язок рівняння Фіше-

ра?
87. Нелінійне рівняння Шрьодінґера.
88. Який має вигляд найвідоміший односолітонний розв’язок не-

лінійного рівняння Шрьодінґера?
89. Загальний вигляд рівняння реакції-дифузії.
90. Як знайти стаціонарні точки рівняння реакції-дифузії?
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