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ПОЯСНЮВАЛЬНА ЗАПИСКА

Додаткові розділи математичного аналізу — це фундаментальна 
математична дисципліна, навчальний матеріал якої оснований на ви-
користанні знань з математичного аналізу, лінійної алгебри, звичай-
них диференціальних рівнянь та рівнянь з частинними похідними, 
чисельних методів та методів оптимізації.

Метою і завданням курсу є: 
• вивчення теорії міри і властивостей функцій, чисельних мето-

дів і алгоритмів розв’язання операторних рівнянь з використан-
ням принципу стискаючих відображень, а також некоректні по 
Тихонову задачі і методи їх розв’язання;

• розвиток уміння і навичок розв’язувати практичні задачі із ви-
користанням ПК.

Програма курсу має на меті забезпечити студентів необхідним базо-
вим математичним апаратом для подальшого ґрунтовного вивчення на-
ступних курсів: математичне програмування; математичне моделюван-
ня в економіці; математичні моделі і методи оптимального управління.

Підсумкова перевірка рівня засвоєння студентами матеріалу кур-
су, передбаченого програмою, здійснюється у вигляді заліку.
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ЗМІСТ
дисципліни

“ДОДАТКОВІ РОЗДІЛИ МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ”

Змістовий модуль І. Коректні задачі в метричних 
(нормованих) просторах

Тема 1. Базові відомості з теорії метричних просторі

• Відстань між точками ρ(x, y) в скінченно-вимірних та функ-
ціональних просторах:

    Література [1–8]
• Відкрита куля, відкритий окіл точки метричного простору. 

Внутрішні точки околу і точки дотику до околу. Замикання. Шіль-
ність і сепарабельність в метричних просторах. Значення сепарабель-
ності в теорії апроксимації.

    Література [1–8]
• Збіжність в метричному просторі. Фундаментальні послі-

довності і повнота метричного простору. Повнота метричних просто-
рів. Простори Банаха і Гільберта. 

  Література [1–8]

• Компактність. Компактність в собі і в метричному просторі. 
Обмеженість компактних множин. ε-мережа і загальний критерій 
компактності. Компактність в скінченно-вимірних просторах. Ком-
пактність в функціональних просторах.

      Література [1–8] 
• Відображення. Відображення множини в себе. Неперервність 

відображення. Взаємно-однозначні відображення. Розв’язування за-
дачі як процес побудови оберненого відображення. Існування та єд-
ність розв’язків задач. Поняття коректних (по Адамару) та некорек-
тних задач. 

    Література [1–8] 

Тема 2. Нерухомі точки відображень в одновимірному 
(скінченно-вимірному) просторі.

• Вкладені відрізки. Принцип вкладених (стягуючих) відрізків. 
Узагальнення принципу стягуючих відрізків для n-вимірного евклі-
дового простору (теорема Брауера про нерухому точку). 

    Література [1–8]
• Застосування теореми про нерухому точку в класичному 

аналізі. Зведення пошуку коренів рівнянь до пошуку нерухомої точ-
ки нелінійного відображення. Метод Ньютона. Теорема Лагранжа 
про середнє. Теорема про існування розв’язку неявного рівняння двох 
змінних. Застосування теореми в обчислювальній практиці. 

 Література [1–8]
• Застосування теореми про нерухому точку в алгебрі. Ліній-

не відображення. Умова стисливості лінійного відображення в евклі-
довому просторі. Ітеративна процедура пошуку розв’язків системи 
лінійних рівнянь.

     Література [1–8]

Тема 3. Нерухомі точки відображень в банаховому просторі. 

• Принцип стискаючих відображень в банаховому просторі. 
Замкнуті кулі. Теорема про замкнуті кулі. Стискаюче відображення. 
Теорема Банаха про нерухому точку в повному метричному просторі. 
Побудова ітеративного процесу пошуку нерухомої точки для аб-
страктного відображення в повному метричному просторі. 

     Література [1–8]
• Застосування теореми про нерухому точку в теорії інте-

гральних рівнянь. Інтегральний оператор Фредгольма та умова його 
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стисливості. Інтегральне рівняння Фредгольма 2-го роду. Існування 
та єдиність розв’язку лінійних неоднорідних інтегральних рівнянь 
Фредгольма 2-го роду в просторах неперервних та інтегрованих з 
квадратом функцій. Метод ітерацій в знаходженні розв’язку цих рів-
нянь.

• Рівняння Вольтера та розповсюдження на них результатів теорії 
інтегральних рівнянь Фредгольма. Дослідження та розв’язування си-
стеми інтегральних рівнянь Фредгольма 2-го роду. Застосування тео-
реми про нерухому точку до дослідження та розв’язування неліній-
них інтегральних рівнянь. 

    Література [1–8]
• Застосування теореми про нерухому точку в теорії дифе-

ренційних рівнянь. Еквівалентність диференційних та інтегральних 
рівнянь. Умова стисливості. Метод послідовних наближень в розв’я-
зуванні диференційних рівнянь.

     Література [1–8]

Тема 4. Принцип нерухомої точки Шаудера та його 
застосування

• Компактні оператори. Поняття опуклості множин. Приклади 
опуклих множин. Поняття цілковитої неперервності (компактності) 
операторів. Умови цілковитої неперервності (теорема Немицького).

   Література [1–8]
• Нерухома точка нелінійного оператора. Теорема Шаудера 

про нерухому точку компактного оператора. Застосування теореми 
Шаудера до дослідження нелінійного диференційного рівняння (тео-
рема Пеано).

     Література [1–8]

Змістовий модуль ІІ. Некоректні задачі і методи їх розв’язання

Тема 5. Поняття коректно поставлених і некоректних задач. 
Приклади класів некоректних задач

• Поняття коректно поставлених і некоректно поставлених задач. 
• Некоректна задача чисельного диференціювання..
• Рівняння Фредгольма 1-го роду як класичний зразок некорек-

тних задач.
• Випадок знаходження кореня нелінійного рівняння, як неко-

ректної задачі. 

• Випадок знаходження точки мінімума функції однієї змінної, як 
некоректної задачі.

• Системи лінійних алгебраїчних рівнянь вироджені та погано 
обумовлені, як некоректні задачі.

• Некоректні задачі оптимального планування (лінійного програ-
мування).

• Некоректні задачі нелінійного програмування.
Література [9–13]

Тема 6. Визначення розв’язків некоректних задач різних 
класів і методи їх знаходження

• Визначення розв’язків некоректних задач різних класів
• Розв’язання класів некоректних задач методом регулярізації 

Тихонова (зведенням їх до задач умовної мінімізації)
• Метод невязки
• Метод квазірозв’язків

Література [9–13] 

ПИТАННЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЮ

 1. Яка принципова різниця між точками простору та елементами 
множини?

 2. В чому суть узагальнення поняття геометричної відстані між точ-
ками до відстані між елементами функціональних просторів?

 3. Сформулюйте аксіоми метрики та наведіть приклади метрики в 
функціональних просторах.

 4. Які з функцій 
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 5. Як можна визначити відстань між функціями y t t( ) =  та y t t( ) = 2?
 6. Що таке куля одиничного радіусу і як вона виглядає в метриках
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 7. Яка послідовність точок метричного простору називається збіж-
ною?

 8. Чи завжди границя збіжної послідовності належить цій послідов-
ності?

 9. Як називається збіжна послідовність, яка не обов’язково містить 
в собі границю?

 10. Дайте означення фундаментальної послідовності точок метрич-
ного простору.

 11. Який простір називається повним ?
 12. Що таке замикання підмножини метричного простору ? 
 13. Чим відрізняється відкрита куля від замкнутої кулі в метричному 

просторі ?
 14. Які точки множини метричного простору називають внутрішні-

ми і які граничними ?
 15. Що таке окіл точки в метричному просторі ? 
 16. Дайте означення щільності множини M в множині Rспираючись 

на поняття: а) окіл точки, b) замикання, c) границі збіжної послі-
довності.

 17. Дайте означення сепарабельності метричного простору.
 18. Яка множина є скрізь щільною в евклідовому просторі?
 19. Яка множина є скрізь щільною в просторі C a b[ , ]?
 20. Яка множина є скрізь щільною в просторі L2?
 21. Яке значення має поняття щільності для апроксимації функцій?
 22. Яка підмножина метричного простору називається обмеженою?
 23. В чому різниця між поняттями: збіжна послідовність і обмежена 

послідовність точок метричного простору?
 24. Чи із всякої обмеженої множини метричного простору можна 

вибрати фундаментальну послідовність? Сформулюйте теорему 
Больцано-Вейєрштраса.

 25. Доведіть, що нескінченна обмежена множина базисних ортонор-
мальних функцій простору L2 , не є фундаментальною. Прокомен-
туйте, чи не суперечить це теоремі Больцано-Вейєрштраса. Чим 
відрізняється наведена послідовність від об’єкту теореми Вей-
єрштраса?

 26. Як називаються множини функціонального метричного просто-
ру, для яких справедлива теорема Больцано-Вейєрштраса?

 27. Дайте означення предкомпактної та компактної множин в термі-
нах теореми Больцано-Вейєрштраса.

 28. Що таке покриття множини? Дайте визначення компактності, 
спираючись на поняття покриття.

 29. Сформулюйте ознаку компактності множини, спираючись на по-
няття ε-сітки (теорема Хаусдорфа).

 30. Дайте означення обмеженості та рівномірної обмеженості функ-
цій ϕ( ) [ , ]t C a b∈ .

 31. Дайте означення рівномірної неперервності та рівно степеневої 
неперервності функцій ϕ( ) [ , ]t C a b∈ .

 32. 30. Сформулюйте критерій компактності для підмножин метрич-
ного функціонального простору C a b[ , ]  (теорема Арцела).

 33. Сформулюйте критерій компактності для підмножин метричного 
функціонального простору Lp  (теорема Риса).

 34. Дайте визначення норми та нормованого функціонального про-
стору і сформулюйте критерій компактості підмножин цього про-
стору (теорема Колмогорова).

 35. Дайте означення відображення та неперервного відображення.
 36. Дайте означення оберненого і взаємно однозначного відображе-

ня.
 37. Визначте практичний зміст задачі побудови оберненого відобра-

ження, та дайте означення коректної по Адамару задачі.
 38. Дайте означення компактного оператора.
 39. Наведіть властивості компактних операторів.
 40. Доведіть, що в скінченно-вимірному просторі лінійний оператор 

є компактним.
 41. Довести, що оператор тотожного відображення не є компактним.
 42. Дайте визначення стискаючого відображення.
 43. Що таке нерухома точка відображення?
 44. Дайте визначення принципу стягуючих відрізків в одновимірно-

му просторі
 45. Сформулюйте теорему Брауера про нерухому точку для скінчен-

новимірного евклідового простору.
 46. Сформулюйте теорему про вкладені кулі в метричному просторі.
 47. Сформулюйте принцип стискаючих відображень в довільному 

метричному просторі.
 48. Викладіть ітеративний алгоритм пошуку нерухомої точки в до-

вільному метричному просторі.
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 49. Зведіть задачу розв’язування нелінійного рівняння до пошуку не-
рухомої точки. Вкажіть спосіб перетворення нелінійного відобра-
ження в стискаюче. 

 50. Поясніть зв’язок між методом Ньютона і методом стискаючих ві-
дображень. 

 51. Сформулюйте теорему Лагранжа про середнє значення функції 
на інтервалі та доведіть теорему про існування розв’язку неявно-
го рівняння (двох змінних). На прикладі викладіть методику її 
застосування. 

 52. Наведіть умову стисливості лінійного відображення в евклідово-
му просторі та зведіть розв’язування системи лінійних рівнянь до 
пошуку нерухомої точки.

 53. Встановіть умову стисливості інтегрального оператора Фред-
гольма та зведіть задачу пошуку розв’язків інтегрального рівнян-
ня Фредгольма 2-го роду до пошуку нерухомої точки в функціо-
нальному просторі.

 54. Проілюструйте можливість застосування принципу стискаючих 
відображень до розв’язування нелінійних інтегральних рівнянь.

 55. Викладіть методику застосування теореми про нерухому точку 
для встановлення умов існування і єдності розв’язку задачі Коші 
для диференційного рівняння першого порядку. 

 56. Викладіть методику застосування теореми про нерухому точку 
для встановлення умов існування і єдності розв’язку задачі Коші 
для системи диференційних рівнянь першого порядку. 

 57. Сформулюйте теорему про нерухому точку в банаховому просто-
рі(теорема Шаудера).

 58. Суть поняття некоректних задач по Тихонову?
 59. Довести, що задача чисельного диференціювання некоректна..
 60. Довести, що задача розв’язання рівняння Фредгольма 1-го роду 

некоректна.
 61. При якій умові задача знаходження кореня нелінійного рівняння 

некоректна ? 
 62. В яких випадках пошук розв’язків систем лінійних алгебраїчних 

рівнянь є некоректні задачі ? 
 63. Які задачі розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь 

(СЛАР) називаються погано обумовленими, некоректними ?
 64. В яких випадках задачі оптимального планування (лінійного про-

грамування) некоректні ?
 65. В яких випадках задачі нелінійного програмування некоректні ?

 66. Як визначається розв’язок рівнянь Фредгольма 1-го роду у ви-
падку їх некоректності?

 67. Як визначається розв’язок систем лінійних алгебраїчних рівнянь 
у випадку їх некоректності?

 68. В чому суть методу регуляризації Тихонова розв’язування неко-
ректних задач ?

 69. В чому суть методу невязок розв’язування некоректних задач ?
 70. В чому суть методу квазірозв’язку розв’язування некоректних за-

дач ?
 71. Якими методами забезпечується розв’язання погано обумовле-

них, некоректних СЛАР ? 
 72. В чому суть методу розв’язування некоректних задач зведенням 

їх до задач умовної мінімізації (коректних задач математичного 
програмування) ?
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