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ПОЯСНЮВАЛЬНА  ЗАПИСКА

Завдання контрольної роботи розраховано на студентів усіх форм 
навчання. Студенти-заочники виконують завдання згідно з навчаль-
ним планом.

Робота складається з 3 завдань, зміст яких охоплює такі теми з 
дисципліни “Математична статистика”: “Вибірковий метод”, “Ста-
тистичні оцінки параметрів розподілу”, “Перевірка статистичних гі-
потез”.

Кожне завдання містить 10 варіантів. Студент виконує той варіант, 
номер якого збігається з останньою цифрою номера його залікової 
книжки (цифра “0” відповідає варіанту 10). 

Робота виконується в зошиті або на аркушах паперу формату А4 
з полями для позначок викладача, при цьому обов’язково вказується 
номер варіанта. При виконанні кожного завдання потрібно вказати 
його номер та переписати умову. Розв’язання завдань повинні місти-
ти необхідні пояснення та обґрунтування, а також малюнки. У розра-
хунках слід дотримуватися правил наближених обчислень.

При недотриманні студентом зазначених вимог його контрольна 
робота не перевіряється і не зараховується.

ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  КОНТРОЛЬНОЇ  РОБОТИ

Завдання 1
Задано вибірку, що характеризує місячний прибуток підприємців 

(в тис. грн.).
• Скласти варіаційний ряд та статистичний розподіл вибірки, по-

будувати полігон частот.
• Скласти інтервальний статистичний розподіл вибірки, розбив-

ши проміжок x xmin max,[ ]  на 5 рівних проміжків, та побудувати 
гістограму частот.

• Обчислити вибіркові характеристики: вибіркове середнє, ви-
біркову дисперсію, вибіркове середнє квадратичне відхилення, 
моду та медіану, якщо вибірка має такий вигляд:

1) 16, 20, 22, 21, 21, 24, 16, 18, 22, 20, 24, 18, 19, 21, 17, 17, 22, 20, 23, 14.
2) 44, 52, 47, 48, 46, 53, 48, 50, 47, 49, 51, 45, 46, 50, 51, 45, 52, 47, 42, 54.
3) 21, 19, 17, 23, 18, 22, 25, 20, 19, 18, 24, 21, 23, 17, 24, 25, 27, 20, 18, 22.
4) 25, 34, 33, 28, 27, 26, 30, 25, 33, 34, 35, 27, 29, 30, 35, 31, 35, 29, 30, 31.
5) 73, 68, 70, 65, 73, 71, 66, 69, 75, 70, 67, 67, 71, 76, 71, 72, 68, 74, 73, 70.
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6) 51, 55, 53, 54, 52, 60, 55, 50, 57, 54, 52, 57, 58, 53, 55, 56, 58, 52, 51, 56.
7) 46, 43, 50, 48, 53, 44, 47, 48, 49, 52, 50, 49, 43, 46, 47, 47, 45, 48, 49, 45.
8) 37, 33, 33, 32, 37, 30, 40, 34, 35, 34, 36, 35, 41, 32, 40, 34, 31, 39, 38, 35.
9) 55, 50, 56, 50, 51, 53, 50, 50, 48, 46, 51, 55, 53, 49, 52, 52, 50, 51, 48, 49.

10) 26, 22, 25, 29, 32, 24, 30, 26, 25, 28, 25, 22, 27, 29, 25, 30, 23, 22, 25, 28.

Завдання 2
Нехай генеральна сукупність має нормальний розподіл. Знайти 

довірчі інтервали, які покривають з надійністю γ = 0 95,  математичне 
сподівання a  та середнє квадратичне відхилення σ  генеральної су-
купності, якщо з неї одержано вибірку:
1.

xi
1 4 7 10 13 16 19 22 25

mi
6 14 37 68 90 69 36 13 5

2. 

xi
1 5 9 13 17 21 25 29 33

mi
5 9 14 21 24 22 19 11 5

3.

xi
9 11 13 15 17 19 21 23 25

mi
5 9 11 14 18 15 12 10 6

4. 

xi
2 4 6 8 10 12 14 16 18

mi
6 17 38 62 95 60 36 15 5

5. 

xi
8 13 18 23 28 33 38 43 48

mi
5 9 18 38 60 36 16 8 5

6. 

xi
10 12 14 16 18 20 22 24 26

mi
6 10 19 28 49 27 17 9 5
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7.  

xi
1 4 7 10 13 16 19 22 25

mi
5 7 10 17 22 19 10 8 5

8.  

xi
3 5 7 9 11 13 15 17 19

mi
7 15 28 45 78 50 30 17 8

9. 

xi
2 5 8 11 14 17 20 23 26

mi
6 13 23 50 89 48 21 11 5

10.

xi
1 3 5 7 9 11 13 15 17

mi
5 8 15 23 38 22 16 9 6

Завдання 3
За даними вибірки, використовуючи критерій Пірсона при рівні 

значущості α = 0 05, , перевірити, чи справджується статистична гіпо-
теза про нормальний розподіл генеральної сукупності X :
1. 

xi
1 3 5 7 9 11 13 15 17

mi
5 8 15 23 38 22 16 9 6

2. 

xi
10 12 14 16 18 20 22 24 26

mi
6 10 19 28 49 27 17 9 5

3. 

xi
1 4 7 10 13 16 19 22 25

mi
5 7 10 17 22 19 10 8 5



6

4. 

xi
3 5 7 9 11 13 15 17 19

mi
7 15 28 45 78 50 30 17 8

5.

xi
2 5 8 11 14 17 20 23 26

mi
6 13 23 50 89 48 21 11 5

6. 

xi
8 13 18 23 28 33 38 43 48

mi
5 9 18 38 60 36 16 8 5

7. 

xi
2 4 6 8 10 12 14 16 18

mi
6 17 38 62 95 60 36 15 5

8. 

xi
9 11 13 15 17 19 21 23 25

mi
5 9 11 14 18 15 12 10 6

9. 

xi
1 5 9 13 17 21 25 29 33

mi
5 9 14 21 24 22 19 11 5

10. 

xi
1 4 7 10 13 16 19 22 25

mi
6 14 37 68 90 69 36 13 5

ТЕОРЕТИЧНІ  ВІДОМОСТІ  ТА  ЗРАЗКИ  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
ЗАВДАНЬ

1. вибірковий метод
Література [1, Розділ 12]; [2, Розділ 5].
Нехай для вивчення кількісної (дискретної чи неперервної) озна-

ки X  із генеральної сукупності отримано вибірку x x xn1 2, , ,...  обся-
гом n . 
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Якщо записати елементи вибірки в порядку зростання, отримаємо 
варіаційний ряд.

Спостережувані різні значення xi  ознаки X  називають варіанта-
ми, кількість значень однієї варіанти у вибірці — її частотою ni  (сума 
частот усіх варіант дорівнює обсягу вибірки), відношення частоти до 
обсягу вибірки — відносною частотою, або емпіричною ймовірністю 
w n ni i=  (сума відносних частот усіх варіант дорівнює одиниці). 

Статистичним розподілом вибірки називають перелік варіант 
варіаційного ряду з відповідними їм частотами і/або відносними 
частотами. Статистичний розподіл також задають у вигляді послі-
довності замкнених справа напівінтервалів і відповідних їм частот і/
або відносних частот (частотою інтервалу вважають суму частот усіх 
варіант з даного інтервалу). 

Щоб підкреслити зазначені відмінності, в першому випадку го-
ворять про точковий, а в другому — про інтервальний статистичний 
розподіл вибірки. 

Полігоном частот називають ламану, відрізки якої з’єднують точки 
x n x n x nk k1 1 2 2, , , , , ,( ) ( ) ( ) , де xi  — варіанти вибірки; ni  — відповідні 

частоти, i k=1 2, , , .
Гістограмою частот називають ступінчасту фігуру, що складається 

з прямокутників, основами яких є частинні інтервали довжиною h , а 

висоти дорівнюють відношенню 
n

h
i  (щільність частоти). 

Середнє арифметичне значення вибірки називається вибірковим 
середнім xв  і обчислюється за формулами:

  x

x n

nв

i i

i

k

= =
∑

1  або x x wв i i

i

k

=
=

∑
1

,  (1)

де xi  — значення i -ї варіанти; ni  — частота i -ї варіанти, n  — об-
сяг вибірки; k  — кількість варіант у вибірці; wi  — відносна частота i
-ї варіанти.

Середній квадрат відхилення значень елементів вибірки від ви-
біркового середнього називається вибірковою дисперсією Dв  і обчис-
люється за формулами:
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D

x x n

nв

i 2 i

i

k

=

−( )
=

∑ 2

1  або D x x wв i в i

i

k

= −( )
=

∑ 2

1

.

Після перетворень формули для знаходження вибіркової дис-
персії дещо спрощуються:

 D

x n

n
xв

i i

i

k

в= −=
∑ 2

1 2  або D x w xв i i

i

k

в= −
=

∑ 2

1

2 , (2)

тобто вибіркова дисперсія дорівнює різниці середнього квадрата 
елементів вибірки і квадрата вибіркового середнього.

Квадратний корінь з вибіркової дисперсії

    σB BD=   (3)

називається середнім квадратичним відхиленням вибірки.
Медіаною Me  називається значення середнього елемента варіа-

ційного ряду. Якщо обсяг вибірки n m= +2 1  непарний, то медіаною 
буде значення елемента варіаційного ряду з номером m +1:

Me = +xm 1 .

Якщо обсяг вибірки n m= 2  парний, то медіаною буде середнє зна-
чення елементів варіаційного ряду з номерами m  і m +1:

   Me =
+ +x xm m 1

2
.  (4)

Модою ( Mo ) називається варіанта з найбільшою частотою.

Приклад 1. Задано вибірку, яка характеризує місячний прибуток 
підприємців (в тис. грн.).

• Скласти варіаційний ряд та статистичний розподіл вибірки, по-
будувати полігон частот.

• Скласти інтервальний статистичний розподіл вибірки, розбив-
ши проміжок x xmin max,[ ]  на 5 рівних проміжків, та побудувати 
гістограму частот.

• Обчислити вибіркові характеристики: вибіркове середнє, ви-
біркову дисперсію, вибіркове середнє квадратичне відхилення, 
моду та медіану, якщо вибірка має такий вигляд:

18, 24, 21, 20, 23, 24, 17, 19, 22, 20, 24, 18, 19, 21, 18, 19, 22, 20, 23, 18.
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розв’язання. Побудуємо варіаційний ряд вибірки: 
17, 18, 18, 18, 18, 19, 19, 19, 20, 20, 20, 21, 21, 22, 22, 23, 23, 24, 24, 24.

У вибірці маємо 8 різних значень, тобто варіант:
17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24.
Знайдемо їх частоти:
n1 1= ; n2 4= ; n3 3= ; n4 3= ; n5 2= ; n6 2= ; n7 2= ; n8 3= .

Запишемо шуканий статистичний розподіл вибірки:

xi
17 18 19 20 21 22 23 24

ni
1 4 3 3 2 2 2 3

Для того щоб побудувати полігон частот, відкладемо на осі абсцис 
значення варіант xi , а на осі ординат — значення відповідних їм час-
тот ni  і послідовно з’єднаємо між собою точки x ni i,( )  відрізками.

Складемо інтервальний статистичний розподіл вибірки. Для 
цього розіб’ємо інтервал 17 24;[ ]  на 5 рівних проміжків довжиною 
24 17

5
1 4

− = , .

Інтервал [ ; , ]17 18 4 ( , ; , ]18 4 19 8 ( , ; , ]19 8 21 2 ( , ; , ]21 2 22 6 ( , ; ]22 6 24

Частота 5 3 5 2 5
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Для побудови гістограми обчислимо щільності частоти:

n

h
1 5

1 4
25
7

= =
,

;   
n

h
2 3

1 4
15
7

= =
,

;   
n

h
3 5

1 4
25
7

= =
,

;   
n

h
4 2

1 4
10
7

= =
,

;
 

n

h
5 5

1 4
25
7

= =
,

.

Побудуємо гістограму частот.

За формулами (1)–(4) обчислимо вибіркові середнє, дисперсію, 
середнє квадратичне відхилення та медіану:

x

x n

nв

i i

i

k

= = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

=

=
∑

1 17 1 18 4 19 3 20 3 21 2 22 2 23 2 24 3
20

200 5, ;

D

x n

n
xв

i i

i

k

в= − ==
∑ 2

1 2

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ −

− =

17 1 18 4 19 3 20 3 21 2 22 2 23 2 24 3
20

20 5

2 2 2 2 2 2 2 2

2, 44 95, ;

σB Dв= ≈ 2 225, ;
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Me =
+

= + =+x xm m 1

2
20 20

2
20 .

Модою буде варіанта з найбільшою частотою:

Mo =18 .

2. Статистичні оцінки параметрів розподілу
Література [1, Розділ 13]; [2, Розділ 6].
Нехай досліджується кількісна ознака певної генеральної сукуп-

ності. Якщо встановлено, який саме розподіл має ця ознака, то вини-
кає потреба оцінити параметри, що визначають цей розподіл. 

Статистичною оцінкою θ*  невідомого параметра θ  теоретичного 
розподілу називають функцію f X X Xn( , ,..., )1 2  від спостережуваних 
величин X X Xn1 2, ,..., . Якщо оцінка визначається одним числом, то 
вона називається точковою. Статистична оцінка називається інтер-
вальною, якщо вона визначається числовим інтервалом.

Довірчим інтервалом для параметра θ  називають інтервал 

θ δ θ δ* *;− +( ) , до якого попадає невідомий параметр θ  із заданою 

ймовірністю γ  (близькою до одиниці), тобто: P θ δ θ θ δ γ* * .− < < +( ) =  
Ймовірність γ  називають надійністю, а величину δ  — точністю оцін-
ки. 

Якщо маємо нормально розподілену генеральну сукупність, то 
необхідно оцінити її математичне сподівання та середнє квадратичне 
відхилення, оскільки ці параметри повністю визначають нормальний 
розподіл.

Довірчий інтервал з надійністю γ  для математичного сподівання 
a  нормально розподіленої генеральної сукупності (при відомому се-
редньому квадратичному відхиленні σ ) має вигляд: 

   x t
n

a x t
n

B B− < < +
σ σ

,  (5)

де n  — обсяг вибірки, 
t

n

σ δ=
 — точність оцінки.

Величину t  знаходять за таблицею значень функції Лапласа (до-

даток 1, [1]) з умови Φ( )t = γ
2

, де γ  — наперед задана ймовірність, 
близька до одиниці.
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Довірчий інтервал з надійністю γ  для математичного сподівання 
a  нормально розподіленої генеральної сукупності (при невідомому 
середньому квадратичному відхиленні σ ) такий: 

  x t
s

n
a x t

s

n
B B− < < +γ γ ,  (6)

де s
n

n B=
−

⋅
1

σ  — виправлене вибіркове середнє квадратичне 

відхилення, а величину tγ  знаходять за таблицею значень t t nγ γ= ( , )  
(додаток 4, [1]).

Зауважимо, що формулу (6) доцільно використовувати при неве-
ликих обсягах вибірки ( n < 30 ). Якщо ж n ≥ 30 , то можна застосову-
вати як формулу (5), так і формулу (6).

Довірчий інтервал з надійністю γ  для середнього квадратичного 
відхилення σ  нормально розподіленої генеральної сукупності має 
вигляд: 

  s q s q( ) ( )1 1− < < +σ , якщо q <1, (7)

0 1< < +σ s q( ) , якщо q >1 ,
де величину q  знаходять за таблицею значень q q n= ( , )γ  (додаток 

5, [1]).

Приклад  2. Нехай генеральна сукупність має нормальний роз-
поділ. Знайти довірчі інтервали, які покривають з надійністю γ = 0 95,  
математичне сподівання a  та середнє квадратичне відхилення σ  ге-
неральної сукупності, якщо з неї одержано вибірку: 

xi
5 9 13 17 21 25 29

ni
6 16 19 17 15 14 13

розв’язання. Обсяг вибірки: n = + + + + + + =6 16 19 17 15 14 13 100 . 
Для побудови довірчих інтервалів обчислимо вибіркове середнє xB  
і вибіркове середнє квадратичне відхилення σB  за формулами (1)-
(3):

xв = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

=

5 6 9 16 13 19 17 17 21 15 25 14 14 30 16 15 29 13
100

117 52, ;
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D =
1

100
5 6 + 9 16 +13 19+17 17 + 21 15+ 25 14 + 29 13)2 2 2 2 2 2 2

в ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅





−17 52 51 72, , ;≈
  

σB = ≈51 7 7 19, , .

Оскільки середнє квадратичне σ  генеральної сукупності невідо-
ме, то визначаємо довірчий інтервал для математичного сподівання 
a  за формулою (6). Знайдемо виправлене вибіркове середнє квадра-
тичне відхилення:

s
n

n B=
−

⋅ = ⋅ ≈
1

100
99

7 19 7 23σ , ,  

Величину t t nγ γ= ( , )  знайдемо за додатком 4, [1] при γ = 0 95, , 
n =100 . Дістаємо tγ ≈1 98, , тоді за формулою (5):

17 52 1 98
7 23

100
17 52 1 98

7 23

100
, ,

,
, ,

,
,− < < +a

17 52 1 43 17 52 1 43, , , , ,− < < +a

16 09 18 95, , .< <a

Отже, інтервал ( , ; , )16 09 18 95  покриває параметр a  з надійністю 
γ = 0 95, .

Визначимо тепер довірчий інтервал для середнього квадратично-
го відхилення σ  генеральної сукупності. Величину q q n= ( , )γ  знай-
демо за додатком 5, [1] при γ = 0 95, , n =100 . Оскільки tγ ≈ 0 14, , а 
виправлене вибіркове середнє квадратичне відхилення: s ≈ 7 23, , то 
за формулою (7) маємо 

7 23 1 0 14 7 23 1 0 14, ( , ) , ( , )− < < +σ , звідки 6 22 8 24, ,< <σ .

Отже, інтервал ( , ; , )6 22 8 24  покриває параметр σ  з надійністю 
γ = 0 95, .

3. Перевірка статистичних гіпотез
Література [1, Розділ 15]; [2, Розділ 7].
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Нехай статистичний розподіл вибірки задано у вигляді послідов-
ності рівновіддалених варіант і відповідних їм частот:

xi x1 x2
... xk

ni n1 n2
... nk

Для того щоб при заданому рівні значущості α  перевірити гіпоте-
зу про нормальний розподіл генеральної сукупності, необхідно:

1) обчислити вибіркове середнє xв  і вибіркове середнє квадратич-
не відхилення σ ;

2) визначити теоретичні частоти

   ′ = ( )n
nh

ui iσ
ϕ ,  (8)

де n  — обсяг вибірки; h  — крок (різниця між двома сусідніми 
варіантами); ϕ u( )  — диференціальна функція Лапласа;

   u
x x

i
i в=

−
σ

;  (9)

3) порівняти емпіричні та теоретичні частоти за допомогою кри-
терію Пірсона. Для цього:

• знаходять спостережуване значення критерію Пірсона

  
( )

=

′−
χ =

′∑
2

2
спост

1

k
i i

ii

n n

n
;  (10)

• за таблицею критичних точок розподілу χ2  при заданому рівні 
значущості α  і кількості ступенів вільності k s= − 3  ( s  — кіль-

кість варіант вибірки) знаходять критичну точку ( )χ α2
кр ;k  пра-

восторонньої критичної області. Якщо χ < χ2 2
спост кр  — немає під-

став відхиляти гіпотезу про нормальний розподіл генеральної 
сукупності. Іншими словами, емпіричні та теоретичні частоти 

різняться несуттєво (випадково). Якщо χ ≥ χ2 2
спост кр  — гіпотезу 

відхиляють. Іншими словами, емпіричні та теоретичні частоти 
різняться суттєво.



15

Приклад 3. За даними вибірки, використовуючи критерій Пірсона 
при рівні значущості α = 0 05, , перевірити, чи справджується статис-
тична гіпотеза про нормальний розподіл генеральної сукупності X :

xi
2 4 6 8 10 12 14 16 18

ni
7 16 32 58 91 55 30 15 6

розв’язання. Визначимо обсяг вибірки: 

n = + + + + + + + + =7 16 32 58 91 55 30 15 6 310 .

Обчислимо вибіркове середнє і вибіркове середнє квадратичне 
відхилення:

xв = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ≈2 7 4 16 6 32 8 58 10 91 12 55 14 30 16 15 18 6
310

9 91, ;;

Dв = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +(1
310

2 7 4 16 6 32 8 58 10 91 12 55 14 302 2 2 2 2 2 2

+ ⋅ + ⋅ ) − ≈16 15 18 6 9 91 10 932 2 2, , ;

σ = 10 93 3 31, , .≈

За формулою (9) знайдемо ui , i =1 2 9, , , :

u1 =
2 9,91

3,31
2,39≈ − ; u2

4 9 91
3 31

1 79= − ≈ −,
,

, ; u3
6 9 91

3 31
118= − ≈ −,

,
, ;

u4
8 9 91

3 31
0 58= − ≈ −,

,
, ; u5

10 9 91
3 31

0 03= − ≈ −,
,

, ; u6
12 9 91

3 31
0 63= − ≈,

,
, ;

u7
14 9 91

3 31
1 24= − ≈,

,
, ; u8 = − ≈16 9 91

3 31
1 84

,
,

, ; u9 = − ≈18 9 91
3 31

2 45
,

,
, .

Враховуючи, що різниця між двома сусідніми варіантами h = 2 , а 
обсяг вибірки n = 310 , за формулою (8) визначимо теоретичні часто-
ти:

( )′ = ϕ ≈1

310·2
2,39 4,28

3,31
n ; ′ = ⋅ −( ) ≈n2

310 2
3 31

1 79 15 15
,

, ,ϕ ;

′ = ⋅ −( ) ≈n3
310 2
3 31

118 37 18
,

, ,ϕ ; ′ = ⋅ −( ) ≈n4
310 2
3 31

0 58 63 31
,

, ,ϕ ;
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′ = ⋅ −( ) ≈n5
310 2
3 31

0 03 74 77
,

, ,ϕ ; ′ = ⋅ ( ) ≈n6
310 2
3 31

0 63 61 25
,

, ,ϕ ;

′ = ⋅ ( ) ≈n7
310 2
3 31

1 24 34 80
,

, ,ϕ ; ′ = ⋅ ( ) ≈n8
310 2
3 31

1 84 13 72
,

, ,ϕ ;

′ ( )n =
310 2
3,31

2,45 3,759

⋅ ϕ ≈ .

За формулою (10) знайдемо спостережуване значення критерію 
Пірсона:

( ) ( ) ( ) ( )− − − −
χ = + + + +

2 2 2 2
2
спост

7 4,28 16 15,15 32 37,18 58 63,31

4,28 15,15 37,18 63,31

+
−( )

+
−( )

+
−( )

+
−91 74 77

74 77

55 61 25

61 25

30 34 80

34 80

15 13
2 2 2,

,

,

,

,

,

,772

13 72

6 3 75

3 75

2 2( )
+

−( )
≈

,

,

,
≈ 9 24, .

За таблицею критичних точок розподілу χ2  (додаток 7, [1]) при 
заданому рівні значущості α = 0 05,  і кількості ступенів вільності 
k = − =9 3 6  знайдемо критичну точку ( )χ2

кр 0,05;6  правосторонньої 
критичної області:

( )χ ≈2
кр 0,05;6 12,59 .

Оскільки χ < χ2 2
спост кр , немає підстав відхиляти гіпотезу про нор-

мальний розподіл генеральної сукупності. Тобто емпіричні і теоре-
тичні частоти різняться несуттєво (випадково).
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