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ПОЯСНЮВАЛЬНА  ЗАПИСКА

Збільшення  масштабів  дії  людини  на  природне  середовище  уп
родовж останніх десятиліть призвело до необхідності розробки спе
ціальних програм охорони довкілля і методів визначення допустимо
го навантаження на екосистеми. Великого значення набуває вміння 
точно оцінити збитки, нанесені навколишньому середовищу та визна
чити шляхи покращання ситуації.

метою курсу  — сформувати систему знань з методології інстру
ментарію  побудови  моделей  екологічних  систем  та  системи  управ
ління природокористуванням, їх аналіз та використання, озброєння 
майбутніх  спеціалістів  методологією  побудови  моделей  для  прове
дення активного системного аналізу екологічних процесів і явищ.

Курс  “Методи  та моделі  розв’язування  задач  екології  та  захисту 
навколишнього  середовища”  вивчається  студентами  спеціальності 
прикладна математика на 5му курсі в 10му семестрі, коли вони опа
нували  базові  дисципліни  спеціальності —  “Математичний  аналіз”, 
“Теорія ймовірності”, “Математичне програмування”, “Моделювання 
економічний, соціальних та екологічних процесів” та ін.

У процесі навчання студенти ознайомлюються з основами матема
тичного аналізу екологічних процесів; вчаться використовувати ме
тоди прийняття рішень в оптимізації процесів природокористування; 
набувають практичних навичок моделювання й аналізу заходів щодо 
захисту навколишнього середовища  і процесів на рівні  екосистеми, 
регіону, біосфери Землі.

У процесі вивчення дисципліни студенти поглиблюють свої знан
ня  у  важливих  напрямах  прикладної  математики,  зокрема  задач  з 
методів  оптимізації,  математичного  аналізу,  теорії  ймовірностей  та 
математичної  статистики  з  використанням  комп’ютерного моделю
вання, методів оптимізації та інших дисциплін необхідних для май
бутніх досліджень. 
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ТЕМАТИЧНИЙ  ПЛАН 
дисципліни 

“МЕТОдИ  ТА  МОдЕЛі  рОЗВ’ЯЗуВАННЯ  ЗАдАЧ  ЕКОЛОгії 
ТА  ЗАхИСТу  НАВКОЛИшНЬОгО  СЕрЕдОВИщА”

№
пор.

Назва змістового модуля і теми

змістовий модуль і. системний аналіз екологічних 
процесів

1 Поняття та структура екологічних систем 
2 Задачі управління природокористуванням 

змістовий модуль іі. математичні моделі екологічних 
систем 

3 Моделі росту біологічних популяцій у різних умовах 
довкілля. Управління ростом 

4 Математичні методи опису динаміки речовин та процесів 
розвитку в екосистемах

5 Моделювання природних і кліматичних умов
змістовий модуль ііі. моделі управління 
природокористуванням

6 Моделі прийняття рішень в управлінні 
природокористуванням

7 Використання методу імітаційного моделювання  
при розв’язуванні екологічних проблем

Разом годин:  54

ЗМіСТ 
дисципліни 

“МЕТОдИ  ТА  МОдЕЛі  рОЗВ’ЯЗуВАННЯ  ЗАдАЧ  ЕКОЛОгії 
ТА  ЗАхИСТу  НАВКОЛИшНЬОгО  СЕрЕдОВИщА”

змістовий модуль і. системний аналіз екологічних процесів

Тема 1. Поняття та структура екологічних систем 
Поняття та властивості екосистеми як середовища співіснування 

популяцій  живих  організмів.  Популяції  та  екосистеми.  Структура 
екосистем. Блоксхеми взаємодії  процесів  в  екосистемах. Природні 
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та штучні екосистеми. Потоки енергії в екосистемах. Продуктивність 
біосистем. Біосфера та ноосфера.

Література [1–3; 7; 15; 17; 21]

Тема 2. Задачі управління природокористуванням 
Природокористування  та  біобезпека.  Моніторинг  та  контроль 

у  сфері  охорони  навколишнього  середовища.  Принципи  природо
користування.  Природні  ресурси. Оцінка  стану  навколишнього  се 
редовища.  Екологічні  критерії  управління  людською  діяльністю. 
Прогнозування  стану довкілля. Поняття  та проблеми  стійкого роз
витку  регіонів. Математичні  оцінки  стійкого  розвитку. Правові  ас
пекти природокористування. Екологічні проблеми урбанізації.

Література [7; 8; 15; 22; 26]

змістовий модуль іі. математичні моделі екологічних систем

Тема 3. Моделі росту біологічних популяцій у різних умовах 
довкілля. управління ростом 

Основні  етапи  моделювання  розвитку  екосистем. Моделі  росту 
чисельності  популяцій. Моделі  росту  популяцій  з  неперервним  ві
ком. Лімітування росту популяцій. Логістичний ріст. Моделі мікроб
них екосистем. Проблеми біоінформатики. 

Література [6; 8; 10; 20; 23]

Тема 4. Математичні методи опису динаміки речовин 
та процесів розвитку в екосистемах

Математичні моделі кругообігу речовин. Геоінформаційні системи 
та  їх використання в  задачах охорони довкілля. Модель кругообігу 
азоту в екосистемі. Моделювання процесу азотфіксації. Моделі про
цесів самоорганізації в екосистемах. Модель вибору єдиного коду та 
її дослідження. Цінність інформації в екосистемах та її оцінювання.

Література [9; 10; 14; 22; 29]

Тема 5. Моделювання природних і кліматичних умов
Основні показники клімату та їх річна динаміка. Клімат та пого

да. Моделювання річної динаміки температури, вологості та сонячної 
активності. Математичні моделі. Модель динаміки температури се
редовища протягом вегетаційного періоду. Модель динаміки соняч
ної радіації протягом вегетаційного періоду.  Модель динаміки опадів 
та вологості ґрунту.

Література [15; 22; 30; 32]
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змістовий модуль ііі. моделі управління 
природокористуванням

Тема 6. Моделі прийняття рішень в управлінні 
природокористуванням

Динамічні  властивості  експлуатованих  екосистем.  Біосистеми  і 
теорія  управління.  Принцип  оптимальності  в  біології.  Постановка 
задачі прийняття рішень у конфліктних ситуаціях природокористу
вання.  Техногенні  системи  та  біобезпека.  Біологічні  і  фізіологічні 
системи управління. Використання методів варіаційного числення в 
моделях біологічних та екологічних систем. Модель кровоносної сис
теми. Онтогенез та філогенез з точки зору принципу оптимальності. 
Принцип оптимальності та теорія трансформацій.

Література [8; 10; 13; 19]

Тема 7. Використання методу імітаційного моделювання 
при розв’язуванні екологічних проблем

Переваги  і  недоліки  методу  імітаційного  моделювання  в 
розв’язуванні  задач  екології.  Імітаційні  моделі  екосистем.  Модель 
“Ліс–шкідник”. Використання пакетів прикладних програм в  іміта
ційному моделювання екосистем. Імовірнісні моделі біологічних сис
тем. Імітаційні моделі розвитку рослин.

Можливість  використання рослин  та фітовірусів як  індикаторів 
екологічного стану довкілля.

Література [8; 22; 23; 33]

ПИТАННЯ  дЛЯ  САМОКОНТрОЛЮ

  1.  Поняття та властивості екосистеми як середовища співіснування 
популяцій живих організмів.

  2.  Структура екосистем.
  3.  Еволюція інформації в екосистемах.
  4.  Поняття та принципи природокористування.
  5.  Оцінка збитків навколишньому середовищу. Формула Ізраеля.
  6.  Техногенні системи та біобезпека.
  7.  Екологічні критерії стійкого розвитку.
  8.  Блоксхеми природних екосистем.
  9.  Етапи математичного моделювання екологічних систем.
 10.  Програмне забезпечення розв’язування задач екології.
 11.  Прикладне математичне і програмне забезпечення.
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 12.  Завдання управління екосистемами.
 13.  Постановка  завдання  прийняття  рішень  у  конфліктних  ситуа

ціях природокористування. 
 14.  Динамічні моделі штучних екосистем та біотехнологія.
 15.  Методи прогнозування стану довкілля.
 16.  Моделі динаміки біологічних популяцій.
 17.  Моделі росту чисельності популяцій.
 18.  Модель динаміки популяції з неперервним віком.
 19.  Динаміка популяцій в стаціонарному середовищі.
 20.  Динаміка моноциклічної популяції в різних умовах довкілля.
 21.  Рівняння моделі мікробних екосистем.
 22.  Управління клітинними популяціями.
 23.  Модель “хижак–жертва” та її модифікації.
 24.  Динамічні моделі двохвидових екосистем. 
 25.  Динамічні моделі природних екосистем. Імітаційна модель “ліс–

шкідник”.
 26.  Модель риболовного промислу Е. Шефера.
 27.  Динамічні властивості моделей експлуатованих екосистем.
 28.  Коливання динаміки експлуатованих популяцій.
 29.  Моделі трофічних зв’язків в екосистемі.
 30.  Умови існування хаотичних режимів в екосистемах.
 31.  Проблеми стійкості станів рівноваги в екосистемах.
 32.  Спостереження змінних стану екосистем. 
 33.  Імітаційне моделювання екосистем.
 34.  Використання пакетів прикладних програм у розв’язуванні задач 

екології.
 35.  Модель агрофітоценоза пшениці.
 36.  Рівняння теплопереносу в ґрунті.
 37.  Автоматизація  комп’ютерних  експериментів  при  дослідженні 

екосистем.
 38.  Біосистеми  і  теорія управління. Принцип оптимальності  в біо

логії.
 39.  Використання методів  варіаційного числення в моделях біоло

гічних та екологічних систем. Модель кровоносної системи. 
 40.  Онтогенез та філогенез з точки зору принципу оптимальності. 
 41.  Принцип оптимальності та теорія трансформацій.
 42.  Динамічні моделі агроекосистем. Роль моделей в агрономії.
 43.  Моделювання погодних і кліматичних умов.
 44.  Модель динаміки температури середовища протягом вегетацій

ного періоду.



8

 45.  Модель динаміки сонячної радіації протягом вегетаційного пе
ріоду.

 46.  Модель динаміки опадів та вологості ґрунту.
 47.  Математичні методи опису динаміки речовин (азоту) в ґрунті.
 48.  Основні класи рівнянь у моделюванні  екологічних процесів.
 49.  Біологічні і фізіологічні системи управління.
 50.  Імовірнісні моделі біологічних систем.
 51.  Моделі росту рослин протягом вегетаційного періоду.
 52.  Аналіз впливу факторів зовнішнього середовища на ріст рослин.
 53.  Дослідження ефективності процесів фотосинтезу та азотфіксації 

в різних умовах довкілля.
 54.  Методи дослідження якості та кількості урожаю рослин. Вироб

нича функція рослинництва.
 55.  Можливість використання рослин та фітовірусів як індикаторів 

екологічного стану довкілля.
 56.  Якісні методи дослідження моделей екосистем. 
 57.  Принципи самоорганізації в моделях екологічних систем.
 58.  Еволюція інформації в екосистемах.
 59.  Моделі біологічної кінетики.
 60.  Цінність інформації в екосистемах та її оцінювання.
 61.  Моделювання кліматичних змін.
 62.  Дві групи факторів, які впливають на біологічні популяції.
 63.  Рівняння  самоорганізації.  Приклад —  вибір  єдиного  коду. Мо

дель Чернявського.
 64.  Моделювання інформаційної динаміки.
 65.  Цінність інформації та її застосування для управління екосисте

мами.
 66.  Моделі вірусних репродукцій.
 67.  Моделі кінетики ферментативних процесів.
 68.  Використання термодинамічної теорії в дослідженні екосистем.
 69.  Система “ферментсубстратінгібітор”.
 70.  Використання теорії харківських процесів у популяційній дина

міці.
 71.  Моделювання динаміки шкідливих популяцій. 
 72.  Моделі хімічних трансформацій в атмосфері.
 73.  Аналіз впливу забруднень на динаміку хвороб.
 74.  Впив метеоумов на розвиток популяцій.
 75.  Методи штучного культивування мікроорганізмів.
 76.  Вплив лімітуючих факторів на ріст популяцій.
 77.  Коливання у ферментативних процесах.
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 78.  Проблеми та перспективи моделювання екологічних систем.
 79.  Самоорганізація та самоадаптація в екосистемах.
 80.  Моделі штучних екосистем. Міста.
 81.  Моделі кругообігу фосфору  в системі пасовища.
 82.  Системи  управління  містом  з  урахуванням  екологічних  кри

теріїв.
 83.  Моделі та види критеріїв стійкого розвитку.
 84.  Хвильові процеси в екосистемах.
 85.  Динамічні моделі природних екосистем.
 86.  Структура та моделі агроекосистем.
 87.  Завдання управління в сільському господарстві. Постановка та 

шляхи розв’язування.
 88.  Особливості реалізації програмного забезпечення в дослідженні 

екосистем.
 89.  Моделювання стохастичних процесів в екосистемах.
 90.  Завдання управління техногенними екосистемами.

ВАріАНТИ  КОНТрОЛЬНИх  рОбіТ

варіант 1
Провести  якісний  аналіз  моделі  виникнення  і  розповсюдження 

забруднення в деякому регіоні, яка має такий вигляд:

 

1
1 1 2 1

2
1 2 2 2

2
1 2

0,1 0,02 ,

0,02 0,3 ,

0,1 0,3 .

dx
x x x u

dt
dx

x x x u
dt

dx
x x

dt

= − − +

= − +

= +

де  1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t  — відповідно, функції кількості тих, хто може за
хворіти, хворих та імунізованих;  1 2,u u  — відповідно, постійні швид
кості росту населення та виникнення нових хворих. Що зміниться, 
якщо прийняти за  1u  не постійну величину, а  1 10,3u x= .

варіант 2
Дослідити динаміку моделі росту виробництва з навантаженням 

на середовище.
Нехай функція корисності від виробництва має такий вигляд:

( , )= – , 0 < <1, >1; , > 0,a bu c p Ac Bp a b A B
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де c(t), p(t) — відповідно, функція споживання продукції виробниц
тва і функція концентрації відходів, які мають негативний вплив на 
стан середовища (забруднення). Нехай: 

( , ),

( , ).

p Y F K L

c aF K L

= ε = ε
=

 
0,3 0,6

0( , )F K L f K L= ,

Частина  відходів  p(t)  асимілюється  із  середовищем  з  темпом  ( )γp t .  
При  зниженні  забруднення  на  1  витрачається  r  одиниць  продукції. 
Отже, маємо наступну систему рівнянь, де  ( )K t  — функція капіталу 
виробництва:

( )
(1 ) ( , ) ( ),

( )
( ) ( , ) ( ).

dK t
a b F K L K t

dt
dp t

rb F K L p t
dt

= − − − µ

= ε − − γ

Для задачі оптимального керування введемо критерій оптималь
ності, як максимізацію загальної корисності. Як він виглядає?

варіант 3
Дослідити якісну картину динаміки процесів, які описує така мо

дифікація моделі “хижак–жертва”:

1 12 11

2 21 22

( ),

( ).

dx
x a b y b x

dt
dy

y a b x b y
dt

= − −

= − + −

де  ( ), ( )x t y t  — відповідно, функції концентрації жертв і хижаків у де
якій екосистемі.

варіант 4
Дослідити динаміку змінних стану моделі системи безперервного 

культивування клітин в реакторі (модель Моно):

( ) ,

( ) .p

dx
s x vx

dt
ds

g s x vs vs
dt

= µ −

= − µ − +

де  x  — концентрація біомаси популяції;  ,ps s  — концентрація  суб
страту живлення на вході в реактор і в самому реакторі;  ( )sµ  — пито
ма швидкість розмноження.
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Що дасть врахування вікової структури популяції через розбиття 
життєвого циклу клітини на послідовні етапи (фази)?

Наприклад, якою може бути зміна сухої маси культивованої попу
ляції S.Cerevisiae при ступеневій зміні концентрації глюкози на вході 
в  реактор  ps   з  0,46  г/(л/год)  до  2,21  при  швидкості  розбавлення 
v = 0,1 1/год. При цьому вплив лімітуючого субстрату  на швидкість 
переходу дочірніх клітин на репродукційну (материнську) фазу мож

на задавати формулою МіхаелісаМентен: 
0,2

( )
0,5

s
s

s
µ =

+
.

варіант 5
Дослідити модель риболовного промислу Е. Шефера.
Нехай x(t) — біомаса рибної популяції в час  [0, ]t T∈ .

( )
1 /

rx
G x

x k
=

−
  —  функція  швидкості  біологічного  приросту 

популяції. Тоді

( )
dx

G x qux
dt

= − ,

де q — максимальний темп вилову, риби;  0 1u≤ ≤  — стратегія вилову; 
q = 0,2.

варіант 6
Провести  якісний  аналіз  моделі  виникнення  і  розповсюдження 

забруднення в деякому регіоні, яка має такий вигляд:

1
1 1 2 1

2
1 2 2 2

3
1 2 3

0,1 0,02 ,

0,02 0,3 ,

0,1 0,3 0,1 ,

dx
x x x u

dt
dx

x x x u
dt

dx
x x x

dt

= − − +

= − +

= + −

де  1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t  —  відповідно, функції  кількості  тих,  хто  може 
захворіти, хворих і імунізованих;  1 2,u u  — відповідно, постійні швид
кості росту населення та виникнення нових хворих. Що зміниться, 
якщо прийняти за u1 не постійну величину, а  1 10,3u x= .
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варіант 7
Дослідити динаміку тепла в ґрунті, якщо температура ґрунту в час
[0, ]t T∈   на  глибині  [0, ]x r∈  —  ( , )sT t x  — підкоряється  такому рів

нянню:

 
( ) ( ( ) ),s sT T

c w w
t x x

∂ ∂∂= λ
∂ ∂ ∂

з крайовими та початковими умовами:

0

1

( ,0) ( ), ( , ) ,

(0, ) ( ),
s s r

s

T t Q t T t r Q

T x Q x

= =
=

де  0 100w≤ ≤  — вологість ґрунту;  ( )c w  — коефіцієнт теплоємності;   
( )wλ — коефіцієнт теплопровідності.

Наприклад,  2
0 1 0 1 2( ) ; ( ) .c w c c w w w w= + λ = λ + λ + λ

варіант 8
Провести  якісний  аналіз  моделі  виникнення  і  розповсюдження 

забруднення в деякому регіоні, яка має такий вигляд:

1
1 1 2 1

2
1 2 2 2

3
1 2

0,2 0,02 ,

0,02 0,3 ,

0,1 0,3 .

dx
x x x u

dt
dx

x x x u
dt

dx
x x

dt

= − − +

= − +

= +

де  1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t  — відповідно, функції кількості тих, хто може за
хворіти, хворих та імунізованих;  1 2,u u  — відповідно, постійні швид
кості росту населення та виникнення нових хворих. Що зміниться, 
якщо прийняти за  1u  не постійну величину, а  1 10,25u x= .

варіант 9
Розв’язати задачу. Нехай два незалежних підприємства А, В розта

шовані на березі якоїсь річки. Незалежність учасників полягає в тому, 
що кожний з них має певний ресурс (гроші) QA, QB і може його вико
ристовувати за власним вибором. Нехай суб’єкти ПР — це директори 
заводів (підприємств) з різних відомств, навіть — країн.  Тобто, між 
ними немає зв’язків ієрархічного типу, але є екологічний зв’язок.
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Кожне підприємство має свою “егоїстичну” мету — максимально 
збільшити власний прибуток  ( ) max, ,i iy i A BΨ → = .

Для  виробництва  і  життя  обом  підприємствам  потрібна  чиста 
вода — одному більше, другому — менше. Крім того, в країнах можуть 
бути свої системи штрафів за забруднення чи користування ресурса
ми середовища. Отже, частину свого бюджету (xi) підприємства зму
шені відраховувати на очисні споруди власної ділянки річки. Отже, 

i i iQ y x= + .
Виникає  непросте завдання — створити таку систему відрахувань 

на  очищення  води річки  (загальної  для  всіх  учасників),  яка  була  б 
усім вигідною (і, можливо, не тільки підприємствам).

варіант 10
Дослідити модель динаміки клітинної популяції, яка складається 

з наступних рівнянь:

0

( , ) ( ) ,

( , ) ( )( ),

( , , ) ( ).

p

dx
p s z Ax d w x

dt
ds

p s z Gz d w s s
dt
dz

q x s z b z z
dt

= − +

= − − + −

= − − −

де  ( )z t  — концентрація кисню в середовищі; 
0,1

( , , )
xsz

q x s z
s s

=
+

 — швид

кість  споживання кисню популяцією;  d  — швидкість розбавлення, 
яка встановилася;  w  — швидкість розбавлення, яка є параметром ке
рування;  A  — структурна матриця розмноження клітин (нерозклад

на матриця); 
0,2

( , )
sz

p s z
s z

=
+

 — питома швидкість росту популяції.

варіант 11
Провести  якісний  аналіз  моделі  виникнення  і  розповсюдження 

забруднення в деякому регіоні, яка має такий вигляд:

1
1 1 2 1

2
1 2 2 2

2
1 2

0,1 0,02 ,

0,02 0,3 ,

0,1 0,3 ,

dx
x x x u

dt
dx

x x x u
dt

dx
x x

dt

= − − +

= − +

= +
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де  1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t  — відповідно, функції кількості тих, хто може за
хворіти, хворих та імунізованих;  1 2,u u  — відповідно, постійні швид
кості росту населення та виникнення нових хворих. Що зміниться, 
якщо прийняти за  1u  не постійну величину, а  1 10,3u x= .

варіант 12
Дослідити динаміку змінних стану моделі системи безперервного 

культивування клітин в реакторі (модель Моно):

( ) ,

( ) ,p

dx
s x vx

dt
ds

g s x vs vs
dt

= µ −

= − µ − +

де  x  — концентрація біомаси популяції;  ,ps s  — концентрація суб
страту живлення на вході в реактор і в самому реакторі;  ( )sµ  — пито
ма швидкість розмноження.

Що дасть врахування вікової структури популяції через розбиття 
життєвого циклу клітини на послідовні етапи (фази)?

Наприклад, якою може бути зміна сухої маси культивованої попу
ляції S.Cerevisiae при ступеневій зміні концентрації глюкози на вході 
в  реактор  ps   з  0,46  г/(л/год)  до  2,21  при  швидкості  розбавлення 
v = 0,1 1/год. При цьому  вплив лімітуючого субстрату  на швидкість 
переходу дочірніх клітин у репродукційну (материнську) фазу мож

на задавати формулою МіхаелісаМентен: 
0,2

( )
0,5

s
s

s
µ =

+
.

варіант 13
Провести  якісний  аналіз  моделі  виникнення  і  розповсюдження 

забруднення в деякому регіоні, яка має такий вигляд:

1
1 1 2 1

2
1 2 2 2

2
1 2

0,1 0,02 ,

0,02 0,3 ,

0,1 0,3 ,

dx
x x x u

dt
dx

x x x u
dt

dx
x x

dt

= − − +

= − +

= +

де  1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t  —  відповідно, функції  кількості  тих,  хто  може 
захворіти, хворих і імунізованих;  1 2,u u  — відповідно, постійні швид
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кості росту населення та виникнення нових хворих. Що зміниться, 
якщо прийняти за  1u  не постійну величину, а 

1 10,3u x= .

варіант 14
Дослідити модель динаміки клітинної популяції, яка складається 

з таких рівнянь:

0

( , ) ( ) ,

( , ) ( )( ),

( , , ) ( ),

p

dx
p s z Ax d w x

dt
ds

p s z Gz d w s s
dt
dz

q x s z b z z
dt

= − +

= − − + −

= − − −

де  ( )z t  — концентрація кисню в середовищі; 
0,1

( , , )
xsz

q x s z
s s

=
+

 — швид

кість  споживання кисню популяцією;  d  — швидкість розбавлення, 
яка встановилася;  w  — швидкість розбавлення, яка є параметром ке
рування;  A  — структурна матриця розмноження клітин (нерозклад

на матриця); 
0,2

( , )
sz

p s z
s z

=
+

 — питома швидкість росту популяції.

варіант 15
Дослідити динаміку моделі росту виробництва з навантаженням 

на середовище.
Нехай функція корисності від виробництва має вигляд:

( , ) , 0 1, 1; , 0,a bu c p Ac Bp a b A B= − < < > >
де  ( ), ( )c t p t  — відповідно, функція споживання продукції виробниц
тва і функція концентрації відходів, які мають негативний вплив на 
стан середовища (забруднення). Нехай, 

( , ),

( , ).

p Y F K L

c aF K L

= ε = ε
=

 
0,3 0,6

0( , ) ,F K L f K L=

Частина відходів  ( )p t  асимілюється з середовищем з темпом  ( )p tγ
. При зниженні забруднення на 1 витрачається r одиниць продукції. 
Отже, маємо наступну систему рівнянь, де  ( )K t — функція капіталу 
виробництва:
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( )
(1 ) ( , ) ( ),

( )
( ) ( , ) ( ).

dK t
a b F K L K t

dt
dp t

rb F K L p t
dt

= − − − µ

= ε − − γ

Для задачі оптимального керування введемо критерій оптималь
ності, як максимізацію загальної корисності. Як він виглядає?

варіант 16
Дослідити динаміку змінних стану моделі системи безперервного 

культивування клітин у реакторі (модель Моно):

( ) ,

( ) ,p

dx
s x vx

dt
ds

g s x vs vs
dt

= µ −

= − µ − +

де  x  — концентрація біомаси популяції;  ,ps s  — концентрація  суб
страту живлення на вході в реактор і в самому реакторі;  ( )sµ  — пито
ма швидкість розмноження.

Що дасть врахування вікової структури популяції через розбиття 
життєвого циклу клітини на послідовні етапи (фази)?

Наприклад, якою може бути зміна сухої маси культивованої попу
ляції S.Cerevisiae при ступеневій зміні концентрації глюкози на вході 
в  реактор  ps   з  0,46  г/(л/год)  до  2,21  при  швидкості  розбавлення 
v = 0,1 1/год. При цьому вплив лімітуючого субстрату  на швидкість 
переходу дочірніх клітин у репродукційну (материнську) фазу мож

на задавати формулою МіхаелісаМентен: 
0,2

( )
0,5

s
s

s
µ =

+
.

варіант 17
Дослідити модель риболовного промислу Е. Шефера.
Нехай x(t) — біомаса рибної популяції в час  [0, ]t T∈ .

( )
1 /

rx
G x

x k
=

−  — функція швидкості біологічного приросту популяції. 

Тоді

( ) ,
dx

G x qux
dt

= −

де q  — максимальний темп вилову риби;  0 1u≤ ≤  — стратегія вилову;
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варіант 18
Провести  якісний  аналіз  моделі  виникнення  і  розповсюдження 

забруднення в деякому регіоні, яка має наступний вигляд:

1
1 1 2 1

2
1 2 2 2

2
1 2

0,2 0,02 ,

0,02 0,3 ,

0,1 0,3 ,

dx
x x x u

dt
dx

x x x u
dt

dx
x x

dt

= − − +

= − +

= +

де  1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t  — відповідно, функції кількості тих, хто може за
хворіти, хворих та імунізованих;  1 2,u u  — відповідно, постійні швид
кості росту населення та виникнення нових хворих. Що зміниться, 
якщо прийняти за  1u  не постійну величину, а  1 10,25u x= .

варіант 19
Провести  якісний  аналіз  моделі  виникнення  і  розповсюдження 

забруднення в деякому регіоні, яка має наступний вигляд:

 

1
1 1 2 1

2
1 2 2 2

2
1 2

0,2 0,02 ,

0,02 0,3 ,

0,1 0,3 ,

dx
x x x u

dt
dx

x x x u
dt

dx
x x

dt

= − − +

= − +

= +

де  1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t  — відповідно, функції кількості тих, хто може за
хворіти, хворих та імунізованих;  1 2,u u  — відповідно, постійні швид
кості росту населення та виникнення нових хворих. Що зміниться, 
якщо прийняти за  1u  не постійну величину, а  1 10,25u x= .

варіант 20
Дослідити модель динаміки клітинної популяції, яка складається 

з таких рівнянь:
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0

( , ) ( ) ,

( , ) ( )( ),

( , , ) ( ),

p

dx
p s z Ax d w x

dt
ds

p s z Gz d w s s
dt
dz

q x s z b z z
dt

= − +

= − − + −

= − − −

де  ( )z t  — концентрація кисню в середовищі; 
0,1

( , , )
xsz

q x s z
s s

=
+

 — швид

кість  споживання кисню популяцією;  d  — швидкість розбавлення, 
яка встановилася;  w  — швидкість розбавлення, яка є параметром ке
рування;  A  — структурна матриця розмноження клітин (нерозклад 

на матриця); 
0,2

( , )
sz

p s z
s z

=
+

 
— питома швидкість росту популяції.
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