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ПОЯСНЮВАЛЬНА  ЗАПИСКА

Мета вивчення курсу — отримати знання, уміння та навички 
розв’язування задач з теорії функцій комплексної змінної. Теорія 
функцій комплексної змінної — це математична дисципліна, яка вив­
чає основи аналізу комплексних чисел і комплексних функцій, ме­
тоди диференціального та інтегрального числення для комплексних 
функцій, властивості аналітичних функцій, основи теорії конформ­
них відображень, особливі точки та ряди Лорана, теорію лишків та її 
застосування для розв’язання деяких задач математичної фізики. 

Для вивчення курсу необхідні знання з математичного аналізу, 
лінійної алгебри та звичайних диференціальних рівнянь.

У процесі навчання студенти здобувають знання і формують на­
вички розв’язання основних задач теорії функцій комплексної змін­
ної, потрібні в подальшому при вивченні математичних дисциплін за 
програмою підготовки бакалавра зі спеціальності “Прикладна мате­
матика”, зокрема, при вивченні: 

•	 рівнянь математичної фізики;
•	 числових методів рівнянь математичної фізики;
•	 диференціальних рівнянь з частинними похідними;
•	 методів математичного моделювання;
•	 варіаційного числення.
Для підсумкової перевірки засвоєних знань студенти складають 

іспит.

Тематичний  план  
дисципліни

“Теорія  функцій  комплексної  змінної”
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Зміст  
дисципліни

“Теорія  функцій  комплексної  змінної”

Змістовий модуль І. Основи аналізу функцій комплексної змін-
ної

Тема 1. Комплексні числа
Комплекснi числа. Означення, модуль та аргумент комплексного 

числа. Зображення комплексних чисел. Тригонометрична та показ­
никова форми комплексного числа. Основнi операцiї над комплекс­
ними числами та поле комплексних чисел. Алгебраїчна замкненiсть 
поля комплексних чисел. Невпорядкованiсть комплексних чисел. 
Послiдовностi комплексних чисел. Граничнi точки. Нескiнченно вiд­
далена точка та компактифiкацiя поля комплексних чисел. Стерео­
графiчна проекцiя. 

Література [1–6; 9–18]

Тема 2. Функцiї комплексної змiнної
Функцiя комплексної змiнної. Неперервнi функцiї. Одно- та ба­

гатозначнi функцiї. Приклади елементарних однозначних і багато­
значних функцій: лінійна, степенева, корінь n-го степеня. Збіжність 
функціональних і степеневих рядів з комплексними членами. Теоре­
ма Коші — Адамара. Показникова, тригонометричні та гіперболічні 
функції комплексної змінної. Логарифмічна функція. Iнтеграл вiд 
функцiї комплексної змiнної вздовж спрямлюваної (кусково-глад­
кої) кривої та його властивості. Формула зведення обчислення від 
інтеграла вiд функцiї комплексної змiнної до інтеграла Рімана.

Література [1–6; 9–18]
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Тема 3. Похiдна функцiї комплексної змiнної

Похiдна функцiї комплексної змiнної: означення та приклади. 
Формальнi правила обчислення похiдних. Теорема про диферен­
ційовність функцiї комплексної змiнної. Умови Кошi — Рiмана в 
декартових і полярних координатах. Приклади застосування умов 
Кошi — Рiмана для встановлення диференційованості елементарних 
функцій. Формула обчислення уявної частини диференційованої 
функцiї комплексної змiнної через відому дійсну частину. 

Література [1–6; 9–18]

Тема 4. Означення та властивостi аналiтичних функцiй

Поняття аналiтичної функцiї. Означення та основнi властивостi 
аналiтичних функцiй. Два різних способи означення аналітичної 
функції — через диференційовність і через суму збіжного степене­
вого ряду. Геометрична iнтерпретацiя аналiтичної функцiї. Озна­
чення однолисткової функції. Приклади однолисткових функцій 
та їх геометрична інтерпретація. Поняття конформного вiдобра­
ження. 

Література [1–6; 9–12]

Тема 5. Інтегрування аналiтичних функцiй

Iнтеграл вздовж замкненого контура вiд аналiтичної функцiї в 
одно- та багатозв’язнiй областях. Iнтегральна формула Кошi. Теорема 
про середнє значення. Теорема про максимум модуля. Формула Кошi 
для похiдної аналiтичної функцiї. Оцiнки модуля похiдної аналiтич­
ної функцiї. Нескiнченна диференцiйовнiсть аналiтичної функцiї. 
Способи означення аналiтичної функцiї. Теорема Лiувiля. 

Література [1–6; 9–12]

Тема 6. Ряди Лорана та класифікація особливих точок

Аналiтичні функцiї та їх степеневі ряди. Нулi аналiтичної функцiї. 
Єдинiсть задавання аналiтичної функцiї. Аналiтичне продовження. 
Зображення рядом Лорана однозначної функцiї. Класифiкацiя особ­
ливих точок однозначних аналiтичних функцiй. Цiлi функцiї. Меро­
морфнi функцiї. Поведiнка однозначної аналiтичної функцiї в околi 
полюса та суттєво особливої точки. 

Література [1–6; 9–12]
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Змістовий модуль ІІ. Застосування функцій комплексної  
змінної

Тема 7. Конформні відображення
Означення та властивості конформних відображень. Основна за­

дача теорiї конформних вiдображень. Теорема Рiмана. Дробово-ліній­
ні конформні вiдображення та їх властивості. Формула знаходжен­
ня дробово-лінійного відображення за трьома точками. Конформне 
вiдображення комплексної пiвплощини та круга в пiвплощину або 
круг. Вiдображення многокутникiв. Iнтеграл Крiстофеля–Шварца. 

Література [1–6; 9–12]

Тема 8. Основи теорії лишків та її застосування 
Означення лишка. Методи обчислення лишка однозначної аналi­

тичної функцiї. Обчислення лишка в полюсi. Лишок у нескiнченно 
вiддаленiй точцi. Основна теорема теорiї лишкiв. Обчислення кон­
турних iнтегралiв. Обчислення невласних iнтегралiв дiйсного аналiзу 
за допомогою теорiї лишкiв. Логарифмiчний лишок. 

Література [1–6; 9–12]

Тема 9. Гармонічні функції та їх застосування
Гармонiчнi функцiї. Аналiтичнi та спряженi гармонiчнi функцiї. 

Побудова гармонiчної функцiї за спряженою. Iнварiантнiсть опе­
ратора Лапласа вiдносно конформних вiдображень. Задача Дiрiхле. 
Розв’язання задачi Дiрiхле за допомогою функцiї ґрiна. Функцiя 
ґрiна задачi Дiрiхле: означення, фiзичний змiст. Формула ґрiна. По­
будова функцiї ґрiна для пiвплощини та круга. Розв’язання задачi 
Дiрiхле для круга. Формула Пуасона. Розв’язання задачi Дiрiхле для 
пiвплощини. Формула Шварца. 

Література [1–6; 9–12]

Тема 10. Перетворення Лапласа
Перетворення Лапласа. Основнi його властивостi. Операцiйний 

метод i його застосування до розв’язування задач Коші для лiнiйних 
звичайних диференцiальних рiвнянь і крайових задач для параболіч­
них рівнянь. Випадок застосування до розв’язування лiнiйних iнтег­
ральних рiвнянь типу згортки.

Література [7–8; 15–18]
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Вказівки  до  самостійного  вивчення   
програмного  матеріалу

1. Регулярна робота з конспектом лекцій та опрацювання відповід­
ного матеріалу рекомендованих літературних джерел.

2. Регулярне виконання домашніх завдань для підготовки до прак­
тичних занять.

3. Самостійне опрацювання теми “Перетворення Лапласа” тео­
ретичного курсу. Для успішного засвоєння цієї теми необхідно пов­
торити матеріал з курсу математичного аналізу про перетворення 
Фур’є та матеріал з курсу диференціальних рівнянь про постановку 
та розв’язування задач Коші, а також відвідати консультацію, яку 
зобов’язаний провести викладач. Матеріал для опрацювання цієї 
теми рекомендується взяти з [7; 8; 15–18].

Питання  для  самоконтролю 

1.	 Формули для визначення модуля і аргумента комплексного 
числа.

2.	 Тригонометрична форма комплексного числа.
3.	 Показникова форма комплексного числа.
4.	 Як виконуються арифметичні дії над комплексними числами?
5.	 Формула Муавра.
6.	 Формула для знаходження n коренів з комплексного числа.
7.	 Означення границі послідовності комплексних чисел.
8.	 Нескінченно віддалена точка комплексної площини.
9.	 Означення функції комплексної змінної. 

10.	 Як вводиться поняття неперервності функції комплексної змін­
ної?

11.	 Приклад одно- та багатозначної функцій комплексної змінної.
12.	 Означення поточкової збіжності функціонального ряду з комп­

лексними членами. 
13.	 Означення рівномірної збіжності функціонального ряду з комп­

лексними членами. 
14.	 Загальний запис степеневого ряду з комплексними членами.
15.	 Теорема Коші — Адамара для степеневих рядів.
16.	 Розвинути показникову функцію комплексного аргументу в сте­

пеневий ряд.



�

17.	 Як виражаються тригонометричні функції комплексного аргу­
мента через показникову функцію?

18.	 Як виражаються гіперболічні функції комплексного аргумента 
через показникову функцію?

19.	 Звязок між гіперболічним і звичайним синусами у випадку комп­
лексної змінної.

20.	 Звязок між гіперболічним і звичайним косинусами у випадку 
комплексної змінної.

21.	 Означення області на комплексній площині.
22.	 Означення однозв’язної області.
23.	 Означення інтеграла вiд функцiї комплексної змiнної вздовж 

кривої.
24.	 Як зміниться значення інтеграла вiд функцiї комплексної змiн­

ної, якщо змінити орієнтацію кривої?
25.	 Формула зведення обчислення інтеграла вiд функцiї комплексної 

змiнної до інтеграла Рімана.
26.	 Означення диференційованості функції комплексної змінної в 

точці.
27.	 Умови Коші — Рімана.
28.	 Умови Коші — Рімана в полярній системі координат.
29.	 Теорема про умови диференційованості функцiї комплексної 

змiнної.
30.	 Формула похідної для диференційованої функції.
31.	 Формула похідної для диференційованої функції в полярній сис­

темі координат.
32.	 Довести, що для функції sh(z) виконуються умови Коші — Рімана.
33.	 Довести, що для функції cos(z) виконуються умови Коші — Рімана.
34.	 Чи ґарантує диференційованість функції комплексної змінної ди­

ференційованість її дійсної та уявної частин?
35.	 Приклад функції комплексної змінної, диференційованої лише в 

одній точці.
36.	 Чи диференційована функція, яка є добутком двох диференційова­

них функцій?
37.	 Означення аналітичної функції в точці.
38.	 Означення аналітичної функції в області.
39.	 Чи є сума, різниця та добуток двох аналітичних функцій аналі­

тичною функцією?
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40.	 Теорема про аналітичну функцію як суму збіжного степеневого 
ряду.

41.	 Розвинути експоненту від комплексної змінної z в степеневий 
ряд.

42.	 Означення однолисткової функції.
43.	 Геометрична інтерпретація однолисткової аналітичної функції на 

прикладі лінійної функції.
44.	 Чи є похідна від аналітичної функції в деякій області знову аналі­

тичною в тій же області?
45.	 У що перетворює лінійна функція w = az, a є C промінь з початком 

у точці О?
46.	 У що перетворює лінійна функція w = az, a є C коло з центром у 

точці О?
47.	 Як перетворюється промінь з початком у точці О при дії функції 

w = 1/z?
48.	 Як перетворюється круг з центром у точці О при дії функції w = 

= 1/z?
49.	 В яких областях показникова функція однолисткова?
50.	 Означення конформного відображення.
51.	 Що таке коефіцієнт лінійного розтягу в заданій точці z при дії 

аналітичної функції f(z)?
52.	 На який кут повертаються всі криві, що проходять через задану 

точку z, при дії конформного відображення f(z)?
53.	 Формула обчислення довжини образу кривої при дії конформно­

го відображення f(z).
54.	 Формула обчислення площі образу області при дії конформного 

відображення f(z).
55.	 Як обчислити інтеграл вздовж замкненої кривої (контуру) вiд 

аналiтичної функцiї в однозв’язнiй областi?
56.	 Інтегральна формула Кошi.
57.	 Теорема Ліувіля.
58.	 Що таке аналітичне продовження?
59.	 Що таке ряд Лорана?
60.	 Як класифікуються особливі точки аналiтичних функцiй?
61.	 Поведінка аналiтичної функцiї в околi полюса.
62.	 Чи є суперпозиція конформних відображень конформним відоб­

раженням?
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63.	 Теорема Рiмана.
64.	 Загальна формула для дробово-лінійного перетворення та зна­

ходження оберненого до нього.
65.	 У що відображає дробово-лінійне вiдображення коло?
66.	 У що відображає дробово-лінійне вiдображення пряму?
67.	 Формула знаходження дробово-лінійного вiдображення за трьо­

ма різними точками та їх образами.
68.	 Записати дробово-лінійне вiдображення, яке відображає дві різні 

задані точки у точку нуль і нескінченно віддалену точку. 
69.	 Записати будь-яке конформне вiдображення, яке відображає  

комплексну пiвплощину в пiвплощину.
70.	 Означення ізольованої особливої точки, яка є полюсом.
71.	 Приклади функцій, що мають ізольовані особливі точки, які від­

повідно є полюсом і суттєво особливою.
72.	 Означення ізольованої особливої точки, яка є суттєво особли­

вою.
73.	 Приклад обчислення будь-якого інтеграла за допомогою лишків. 
74.	 Означення лишка. 
75.	 Як обчислити лишок у полюсi? 
76.	 Який лишок у нескiнченно вiддаленiй точцi? 
77.	 Основна теорема теорiї лишкiв.
78.	 Яка сума лишків функції, що є аналітичною скрізь, крім скінчен­

ної кількості ізольованих точок? 
79.	 Означення гармонiчної функцiї.
80.	 Формула побудови гармонiчної функцiї за спряженою.
81.	 Оператор Лапласа для функції двох дійсних змінних.
82.	 Що отримається в підсумку, якщо подіяти оператором Лапласа 

на дійсну частину аналітичної функції?
83.	 Що отримається в підсумку, якщо подіяти оператором Лапласа 

на уявну частину аналітичної функції?
84.	 Функція Ґрiна для задачі Дiрiхле.
85.	 Що таке задача Дiрiхле для круга?
86.	 Як розв’язати задачу Дiрiхле за допомогою функцiї Ґрiна?
87.	 Функцiя Ґрiна для пiвплощини та круга.
88.	 Що таке формула Пуасона?
89.	 Формула перетворення Лапласа.
90.	 Застосування перетворення Лапласа до похідної шуканої функ­

ції.
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