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ПОЯСНЮВАЛЬНА  ЗАПИСКА 
Питання курсу “Диференціальні рівняння в частинних похідних” 

пов’язані з дослідженням різноманітних фізичних явищ: розповсюджен-
ня тепла та дифузії речовини, коливання струни, стрижня та мембрани, 
електромагнітних і звукових коливань, рухи рідини й газу та ін.  

Мета дисципліни — поглиблене вивчення теорії рівнянь із частин-
ними похідними й інтегральних рівнянь Фредгольма другого роду. Ди-
ференціальні рівняння класифіковано і для кожного з їх типів сформу-
льовано основні крайові задачі. Розглянуто методи розв’язання крайо-
вих задач і задач Коші для різних типів рівнянь. Зокрема, розглянуто 
зв’язок крайових задач у частинних похідних з інтегральними рівняння-
ми Фредгольма. 

Навчальний курс ґрунтується на знаннях, здобутих під час вивчення 
фізики, математичного аналізу, диференціальних рівнянь. 

Завдання курсу — ознайомити студентів з основними типами дифе-
ренціальних рівнянь із частинними похідними, вивчити методи постано-
вки та розв’язання крайових задач і задач Коші, дослідити питання ко-
ректності поставлених задач. 
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НАВЧАЛЬНО-ТЕМАТИЧНИЙ  ПЛАН  
вивчення дисципліни  

“ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ  РІВНЯННЯ   
В  ЧАСТИННИХ  ПОХІДНИХ” 

№ 
пор. Назва теми 

1 Предмет і метод дисципліни “Диференціальні рівняння  
в частинних похідних”. Основні поняття теорії рівнянь  
із частинними похідними  

2 Інтегральні рівняння Фредгольма другого роду та методи до-
слідження їх розв’язків 

3 Задача Штурма — Ліувілля та її використання  
для зображення функцій у вигляді рядів 

4 Математичні моделі фізичних процесів, що приводять  
до крайових задач для рівнянь у частинних похідних  

5 Класифікація рівнянь у частинних похідних, коректність по-
становок, узагальнені та класичні розв’язки 

6 Поняття фундаментальних розв’язків рівняння  
в частинних похідних, функція Гріна й інтегральне  
подання розв’язків  

7 Метод відокремлення змінних для розв’язання крайових за-
дач математичної фізики 

8 Гіперболічні рівняння. Постановка задачі Коші  
та мішаних задач для хвильового рівняння 

9 Параболічні рівняння. Постановка задачі Коші  
та крайових задач для рівняння теплопровідності 

10 Еліптичні рівняння. Постановка основних крайових задач для 
рівняння Пуасcона; гармонічні функції 
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ПРОГРАМНИЙ  МАТЕРІАЛ  
до вивчення дисципліни  

“ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ  РІВНЯННЯ   
В  ЧАСТИННИХ  ПОХІДНИХ” 

Тема  1 .  Предмет і метод дисципліни “Диференціальні рівняння  
в частинних похідних”. Основні поняття теорії рівнянь 
із частинними похідними 

Поняття про математичний експеримент як метод дослідження на-
вколишнього середовища. Природа виникнення рівнянь у частинних по-
хідних. Основна проблематика предмета. Математичний апарат дослі-
дження крайових задач для рівнянь у частинних похідних.  

Література [3; 4; 6] 

Тема  2 .  Інтегральні рівняння Фредгольма другого роду  
та методи дослідження їх розв’язків 

Метод послідовних наближень для знаходження розв’язків інте-
гральних рівнянь у частинних похідних з неперервними та полярними 
ядрами. Поняття повторних ядер і резольтенти. Теореми Фредгольма 
для інтегральних рівнянь другого роду з неперервним і полярним ядром. 
Інтегральні рівняння Фредгольма з ермітовим ядром. Теорема про існу-
вання характеристичних чисел в ермітового неперервного та полярного 
ядра. Теорема Гільберта — Шмідта і її наслідки про подання ядра інтег-
рального рівняння. Формула Шмідта для знаходження розв’язків інтег-
ральних рівнянь з ермітовим ядром. Додатно визначені ядра та їх влас-
тивості. 

Література [3; 5; 9] 

Тема  3 .  Задача Штурма — Ліувілля та її використання  
для зображення функцій у вигляді рядів  

Постановка задачі Штурма — Ліувілля. Функція Гріна оператора 
Штурма — Ліувілля та її властивості. Зведення задачі Штурма — Ліу-
вілля до інтегрального рівняння Фредгольма з ермітовим ядром. Теоре-
ма Стеклова про розвинення функцій в ряд Фур’є. 

Література [3; 5; 6] 
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Тема  4 .  Математичні моделі фізичних процесів, що приводять  
до крайових задач для рівнянь у частинних похідних 

Математичні моделі розповсюдження тепла у просторі та дифузії ре-
човини. Математичні моделі руху ідеальної рідини та розповсюдження 
акустичних коливань. Моделі коливання струни, стрижня, мембрани. 
Моделі електростатики та магнітостатики. 

Література [3; 4; 7; 10] 

Тема  5 .  Класифікація рівнянь у частинних похідних, корект-
ність постановок, узагальнені та класичні розв’язки 

Класифікація рівнянь у частинних похідних другого порядку з двома 
незалежними змінними. Класифікація рівнянь у частинних похідних з 
більше ніж двома незалежними змінними. Класифікація систем рівнянь 
у частинних похідних.  

Поняття коректності постановки задач математичної фізики. При-
клад Адамара. Узагальнення поняття розв’язку крайової задачі в час-
тинних похідних Узагальнені та класичні розв’язки.  

Література: [3; 4; 9–11] 

Тема  6 .  Поняття фундаментальних розв’язків рівняння  
в частинних похідних, функція Гріна й інтегральне  
подання розв’язків  

Фундаментальні розв’язки основних диференціальних операторів у 
частинних похідних. 

Використання фундаментальних розв’язків для побудови розв’язків 
задачі Коші для рівняння теплопровідності та хвильового рівняння.  

Поняття функції Гріна для основних крайових задач. Інтегральне по-
дання розв’язків крайових задач за допомогою функції Гріна. Задача Ді-
ріхле рівняння Пуассона для кулі.                            Література [3–6; 9] 

Тема  7 .  Метод відокремлення змінних для розв’язання крайових 
задач математичної фізики  

Загальна схема методу відокремлення змінних (методу Фур’є). За-
стосування методу до розв’язання мішаних задач для хвильового рів-
няння. Поняття про функції Бесселя та їх найпростіші властивості. До-
слідження збіжності ряду. 

Література [3; 4; 9; 10] 
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Тема  8 .  Гіперболічні рівняння. Постановка задачі Коші  
та мішаних задач для хвильового рівняння 

Постановка задачі Коші для хвильового рівняння, її фізичний зміст. 
Розв’язність задачі про вільні та вимушені коливання нескінченної стру-
ни. Формула Д’Аламбера, її фізична інтерпретація. Принцип Гюйгенса 
та дифузія хвиль. Коректність постановки задачі про вільні та вимушені 
коливання напівнескінченної струни.  

Постановка основних крайових (мішаних) задач для хвильового рів-
няння, їх фізичний зміст. Інтеграл енергії. Єдиність розв’язку основних 
крайових задач. Неперервна залежність розв’язку від правої частини рі-
вняння та початкових умов.  

Література [3; 4; 7; 9; 10] 

Тема  9 .  Параболічні рівняння. Постановка задачі Коші  
та крайових задач для рівняння теплопровідності 

Постановка задачі Коші для рівняння теплопровідності, її фізичний 
зміст. Фундаментальний розв’язок задачі Коші. Єдиність розв’язку зада-
чі Коші для рівняння теплопровідності. Неперервна залежність від поча-
ткової умови та правої частини. Постановка основних крайових задач 
для рівняння теплопровідності, їх фізичний зміст. Єдиність розв’язку 
основних крайових задач. Принцип максимуму для розв’язку однорідно-
го рівняння теплопровідності та його застосування до перевірки корект-
ності постановки основних крайових задач. Розв’язання основних кра-
йових задач для рівняння теплопровідності методом Фур’є.  

Література [3; 4; 7; 9; 10] 

Тема  10. Еліптичні рівняння. Постановка основних крайових  
задач для рівняння Пуасcона; гармонічні функції 

Постановка основних крайових задач для рівняння Пуасcона, їх фі-
зичний зміст. Фундаментальний розв’язок оператора Лапласа. 

Формула Гріна для оператора Лапласа. Інтегральне зображення двічі 
неперервно диференційовних функцій. Гармонічні функції, інтегральне 
зображення гармонічних функцій. Теореми про середнє арифметичне та 
принцип максимуму для гармонічних функцій. 

Єдиність розв’язку основних крайових задач для рівняння Пуасcона. 
Функція Гріна оператора Лапласа, її властивості та методи її побудови. 
Приклади функцій Гріна для найпростіших областей (півплощини, пів-
простору, круга, кулі). 
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Інтегральні зображення розв’язків основних крайових задач. Роз-
в’язання задачі Діріхле для круга та кулі. Формула Пуасcона. Властиво-
сті гармонійних функцій, що випливають з формули Пуасcона; теорема 
Ліувілля, теорема Гарнака. 

Література [3; 4; 7; 9; 10] 

ТЕМИ  ПРАКТИЧНИХ  ЗАНЯТЬ 

1. Метод послідовних наближень для інтегрального рівняння Фред-
гольма. 

2. Інтегральні рівняння з виродженими ядрами, знаходження влас-них 
функцій і характеристичних чисел. 

3. Застосування теорем Фредгольма для дослідження розв’язків інтег-
ральних рівнянь. 

4. Застосування формули Шмідта для подання розв’язків інте- 
гральних рівнянь з ермітовим ядром. 

5. Знаходження розв’язків задачі Штурма — Ліувілля.  
6. Побудова функції Гріна. 
7. Математичний опис задач про малі поперечні коливання струни та 

поздовжні коливання стрижня. 
8. Математичний опис задач про поширення тепла в однорідному 

твердому тілі. 
9. Класифікація та зведення до канонічного вигляду лінійних рівнянь 

другого порядку з n незалежними змінними. 
10. Класифікація та зведення до канонічного вигляду лінійних рівнянь 

другого порядку з двома незалежними змінними. 
11. Розв’язання задачі Коші для хвильового рівняння. Розв’язання зада-

чі Коші для рівняння теплопровідності. 
12. Розв’язання основних мішаних задач для рівнянь гіперболічного ти-

пу в декартових координатах методом відокремлення змінних (задач 
про вільні коливання стрижня). 

13. Розв’язання основних мішаних задач для рівнянь гіперболічного ти-
пу в декартових координатах методом відокремлення змінних (задач 
про вимушені коливання стрижня). 

14. Розв’язання основних мішаних задач для рівнянь параболічного ти-
пу в декартових координатах методом відокремлення змінних. 

15. Оператор Лапласа в криволінійних ортогональних координатах. 
16. Застосування методу відокремлення змінних до розв’язання основ-

них мішаних задач для рівнянь гіперболічного типу в полярних, ци-
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ліндричних і сферичних координатах. Використання функ-цій Бессе-
ля. 

17. Розв’язання методом відокремлення змінних задач про коливання 
струн, стрижнів, мембран у разі резонансу.  

18. Застосування методу відокремлення змінних до розв’язання основ-
них мішаних задач для рівнянь параболічного типу в полярних ко-
ординатах. 

19. Застосування методу відокремлення змінних до розв’язання основ-
них мішаних задач для рівнянь параболічного типу в циліндричних і 
сферичних координатах. Використання функцій Бес- 
селя. 

20. Застосування методу відокремлення змінних до розв’язання основ-
них крайових задач для рівнянь еліптичного типу в полярних коор-
динатах.  

21. Застосування методу відокремлення змінних до розв’язання основ-
них крайових задач для рівнянь еліптичного типу в циліндричних 
координатах. 

22. Розв’язання крайових задач для рівнянь Лапласа та Пуассона мето-
дом функцій Гріна. 

ПИТАННЯ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЮ 

До теми 1 

1. Що таке диференціальне рівняння з частинними похідними? 
2. Що таке порядок диференціального рівняння з частинними похід-

ними? 
3. Яке диференціальне рівняння з частинними похідними називається 

лінійним? 
4. Навести приклад лінійного диференціального рівняння другого по-

рядку. 
5. Що таке класичний розв’язок диференціального рівняння з частин-

ними похідними? 
6. Які додаткові умови задають для диференціальних рівнянь із час-

тинними похідними? 
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До теми 2 

1. Записати схему методу послідовних наближень для інтегрального 
рівняння Фредгольма другого роду. 

2. Сформулювати умови збіжності методу послідовних наближень ін-
тегрального рівняння з неперервним і полярним ядром. 

3. Що таке повторні ядра та резольвента ядра? Сформулювати умови 
збіжності резольвенти. 

4. Сформулювати першу теорему Фредгольма з виродженим ядром. 
5. Сформулювати другу теорему Фредгольма з виродженим ядром. 
6. Сформулювати третю теорему Фредгольма з виродженим ядром. 
7. Сформулювати першу теорему Фредгольма з неперервним ядром. 
8. Сформулювати другу теорему Фредгольма з неперервним ядром. 
9. Сформулювати третю теорему Фредгольма з неперервним ядром. 

10. Сформулювати четверту теорему Фредгольма. 
11. Який оператор називається цілком неперервним? 
12. Сформулювати критерій компактних множин функцій у класі непе-

рервних функцій. 
13. Сформулювати теорему про існування характеристичних чисел і 

власних функцій ермітових операторів. 
14. Сформулювати теорему Гільберта — Шмідта. 
15. Сформулювати теорему про розвинення ермітового ядра в біліній-

ний ряд за системою власних функцій. 
16. Записати формулу Шмідта для подання розв’язків неоднорідного 

інтегрального рівняння з ермітовим ядром. 
17. Записати властивості інтегральних операторів з додатно визначени-

ми ядрами. 

До теми 3 

1. Сформулювати задачу Штурма — Ліувілля. 
2. Що таке область визначення оператора задачі Штурма — Ліувілля? 
3. Сформулювати основні властивості оператора задачі Штурма — Ліу-

вілля. 
4. Сформулювати основні властивості власних функцій і власних зна-

чень задачі Штурма — Ліувілля. 
5. Що таке функція Гріна задачі Штурма — Ліувілля? 
6. Які властивості має функція Гріна? 
7. Сформулювати теорему про інтегральне подання розв’язку крайової 

задачі. 
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8. Сформулювати теорему про еквівалентність задачі Штурма — Ліу-
вілля та задачі на власні значення для однорідного інте- 
грального рівняння. 

9. Сформулювати теорему Стеклова про розвинення розв’язку в ряд 
Фур’є за власними функціями задачі Штурма — Ліувілля. 

10. Сформулювати теорему про повноту власних функцій задачі Штур-
ма — Ліувілля. 

До теми 4 

1. Записати закон збереження теплової енергії в диференціальному й 
інтегральному виглядах. 

2. Записати диференціальне рівняння теплопровідності в загальному 
вигляді. Записати можливі спрощення рівняння. 

3. Які крайові та початкові умови задають для рівняння теплопровід-
ності? Який фізичний зміст вони мають? 

4. Записати закон збереження речовини, що дифундує в розчині чи 
розплаві, в інтегральній і диференціальній формах. 

5. Записати рівняння дифузії речовини в загальному та спрощеному 
вигляді. 

6. Записати основні типи крайових і початкових умов для рівняння 
дифузії, пояснити їх фізичний зміст. 

7. Записати закон збереження маси для ідеальної рідини в диферен-
ціальній та інтегральній формах. 

8. Записати закон збереження імпульсу для ідеальної рідини в дифере-
нціальній та інтегральній формах. 

9. Записати закон збереження повної енергії для ідеальної рідини в 
диференціальній та інтегральній формах. 

10. У чому полягає метод лінеарізації стосовно моделі руху ідеальної 
рідини? 

11. Записати систему рівнянь акустичних коливань. 
12. Записати основні типи крайових умов для моделі руху ідеальної рі-

дини. 
13. Записати рівняння поперечних коливань струни. Пояснити фізичний 

зміст відповідних функцій і коефіцієнтів. 
14. Записати основні типи крайових умов для рівняння коливання стру-

ни. Пояснити їх фізичний зміст. 
15. Записати рівняння поперечних коливань стрижня. Пояснити фізич-

ний зміст відповідних функцій і коефіцієнтів.  
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16. Записати крайові умови рівняння коливання стрижня. Пояснити фі-
зичний зміст. 

17. Записати перший закон теорії поля в диференціальній та інте- 
гральній формах. 

18. Записати основні крайові умови для задачі електростатики. 
19. Записати другий закон теорії поля. Пояснити фізичний зміст відпо-

відних величин. 
20. Записати третій закон теорії поля. Пояснити фізичний зміст відпові-

дних величин. 
21. Записати диференціальні рівняння магнітостатики. Надати фізичний 

зміст відповідних величин. 
22. Записати основні типи крайових умов для рівнянь магнітостатики. 

До теми 5 

1. Як класифікують диференціальні рівняння з частинними похідними 
другого порядку з n незалежними змінними в точці й області? 

2. Означити основні типи рівнянь другого порядку з n незалежними 
змінними. 

3. Записати канонічну форму рівняння еліптичного типу. 
4. Записати канонічну форму рівняння гіперболічного типу. 
5. Записати канонічну форму рівняння параболічного типу. 
6. Як класифікують диференціальні рівняння з частинними похідними 

другого порядку з двома незалежними змінними в точці та в облас-
ті? 

7. Записати канонічну форму рівнянь еліптичного, гіперболічного та 
параболічного типів із двома незалежними змінними. 

8. Яке рівняння називається характеристичним? 
9. Навести приклади характеристик для різних типів рівнянь. 

10. Яка задача математичної фізики називається коректно поставле-
ною? 

11. Записати приклад Адамара некоректно поставленої задачі. 
12. Що називається класичним розв’язком крайової задачі. 
13. Які розв’язки називаються узагальненими. 

До теми 6 

1. Що таке фундаментальний розв’язок оператора Лапласа? Який ви-
гляд він має? 
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2. Що таке фундаментальний розв’язок оператора теплопровідності? 
Записати його вигляд. 

3. Що таке фундаментальний розв’язок хвильового оператора? Запи-
сати його вигляд. 

4. Записати інтегральне зображення розв’язку задачі Коші для рівнян-
ня теплопровідності. 

5. Записати інтегральне зображення розв’язку задачі Коші для одно-
вимірного хвильового рівняння (формулу Даламбера). 

6. Записати інтегральне зображення розв’язку задачі Коші для триви-
мірного хвильового рівняння (формулу Пуассона). 

7. Дати визначення функції Гріна для оператора Лапласа. 
8. Записати формулу інтегрального зображення розв’язку основних 

крайових задач для рівнянь Лапласа та Пуассона.  
9. Дати визначення функції Гріна для основних крайових задач рів-

няння теплопровідності. 
10. Записати інтегрального зображення розв’язку основних крайових 

задач рівняння теплопровідності. 
11. Як побудувати функції Гріна задачі Діріхле для кулі? 

До теми 7 

1. Навести схему застосування методу відокремлення змінних для 
розв’язання задачі про вільні коливання струни. 

2. Навести схему застосування методу відокремлення змінних для 
розв’язання задачі про вимушені коливання струни. 

3. Як звести задачу для хвильового рівняння з неоднорідними крайо-
вими умовами до задачі з однорідними крайовими умовами? 

4. Сформулювати лему про повноту системи ортонормованих  
функцій від двох змінних. 

5. Записати рівняння Бесселя. 
6. Що таке функція Бесселя ν-го порядку? 
7. Записати норми для функцій Бесселя. 

До теми 8 

1. У чому полягає фізичний зміст задачі Коші для одновимірного хви-
льового рівняння? 

2. Записати формулу Д’Аламбера розв’язання задачі Коші для одно-
вимірного хвильового рівняння. 

3. Що таке принцип Гюйгенса у процесах коливань? 
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4. Що таке дифузія хвиль? 
5. Сформулювати основні мішані задачі для хвильового рівняння. 
6. Пояснити фізичний зміст мішаних задач для хвильового рівняння. 
7. Записати умови узгодження початкових і крайових умов. 
8. Записати форму інтеграла енергії. 
9. Сформулювати теореми про єдиність і стійкість розв’язку мішаних 

задач для хвильового рівняння.  

До теми 9 

1. Записати постановку задачі Коші для рівняння теплопровідності. 
2. Які основні властивості фундаментального розв’язку задачі Коші 

для рівняння теплопровідності? 
3. Пояснити фізичний зміст фундаментального розв’язку задачі Коші 

для рівняння теплопровідності. 
4. Сформулювати основні мішані задачі для рівняння теплопровід-

ності. 
5. Пояснити фізичний зміст мішаних задач для рівняння теплопровід-

ності. 
6. Записати умови узгодження початкових і крайових умов. 
7. Сформулювати принцип максимуму для розв’язку однорідного рів-

няння теплопровідності. 
8. Записати основні наслідки принципу максимуму для розв’язку од-

норідного рівняння теплопровідності. 
9. Навести схему застосування методу відокремлення змінних до 

розв’язання мішаних задач для рівняння теплопровідності. 

До теми 10 

1. Сформулювати внутрішні крайові задачі для рівнянь еліптичного 
типу. 

2. Як ставлять зовнішні крайові задачі для рівнянь еліптичного типу? 
3. Що таке умови регулярності в зовнішніх крайових задачах? 
4. Пояснити фізичний зміст крайових задач для рівнянь еліптичного типу. 
5. Означити гармонічну функцію. 
6. Записати сингулярний розв’язок рівняння Лапласа. 
7. Записати формулу інтегрального зображення двічі неперервно ди-

ференційовних функцій. 
8. Записати формулу інтегрального зображення гармонічної функ-ції. 
9. Сформулювати найпростіші властивості гармонічних функцій. 
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10. Сформулювати теорему про середнє арифметичне для гармонічної 
функції. 

11. Сформулювати принцип максимуму для гармонічної функції. 
12. Сформулювати основні наслідки принципу максимуму для гармоні-

чної функції. 
13. Сформулювати теореми про єдиність розв’язку основних крайових 

задач для рівняння Пуассона. 
14. Означити функції Гріна оператора Лапласа. 
15. Записати формули інтегральних зображень розв’язків основних 

крайових задач для рівняння Пуассона. 
16. Які властивості має функція Гріна оператора Лапласа? 
17. Які є методи побудови функції Гріна? 
18. Записати формулу Пуассона для кулі. 
19. Сформулювати теорему Ліувілля для гармонічних функцій. 
20. Сформулювати теорему Гарнака для гармонічних функцій. 
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